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PREFACE. 


Lai reuni dans col Ouvragc les Logons quo j’ai failes au 
College de France, pendant Fannie scolaire i()02-igo3, 
coimne charge du cours fonde par la famillc Peccol. 

Les vingt Logons quo comprend ce Cours onl etc consa- 
crecs a Folude du developpcmenl de la notion d’inlegralc. 
Un hislorique complol n’aurail pu lenir on vingt Logons; 
aussi, laissant de colb bien dos resultals imporlanls, je mo 
suis Lout d’abord limite a Fin legra lion des 1'onclions roe 11 os 
d'une seuie valuable rocllo ; lo leeteur pourra rechercber si 
les resultals indiques so protent faci lenient a des generalisa¬ 
tions. Do plus, panni les nombreusos definitions qui out etc 
suceessivernenl proposoes pour Finlegrale des fonctions 
reel les d’une variable rbelle, jo n’ai rotenu quo cellos qu’il 
est, a mon avis, indispensable do connailre pour bien com- 
prendre toutes les transformations qiFa rogues le problome 
d’in legra lion et pour saisir les rapports qu’il y a entre la 
notion d’aii'e* si simple on apparouee, el cerlaines definitions 
anaiyliques de Finlegrale a aspects ires compliqucs. 

On peul so demandor, il ost vrai, sfil y a quelqtie inlerct 
a s'occupcr de idles complications et s'il no vaul pas miouv 
se borner a Folude dos fonctions qui no noeessileul quo 
des definitions simples. Cola n’a guore que dos a vantages 
quand il s’agit d’un Cours elemenlaire; mais, coin me on lo 
verra dans ces Legons, si l’on voulait ton jours se limiter a la 
consideration de ces bonnes fonctions, il faudrait renoncer 
a resoudre l)ien des problemes a enonces simples poses depuis 
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longtemps. C’est pour la resolution de ces problemes, el non 
par amour dcs complications, quc j’ai inlroduit dans ce 
Livre unc definition de I’inlegrale plus generale quo celle de 
Riemann el comprenanL ccdle-ci comme cas particular. 

Ceux qui me liront avec soin, tout eu regrellanl peul-elre 
quo les choses ne soient pas plus simples, m’accorderont, je 
le pense, que cette definition est uecessaire et naturellc. 
J’ose dire qu’elle est, en un certain sens, plus simple que 
celle de Riemann, aussi facile a saisir que celle-ci ct quc, 
seules, des habitudes d’esprit anlerieurement acquises peu- 
vent la faire paraitre plus compliquee. Elle est plus simple 
parce qu’elle meten evidence les proprietes les plus impor- 
Iantes de l’integrale, tandis c[ue la definition de Riemann 
ne met cn evidence qu’un procede de calcui. C’cst pour cela 
qu’il est presque toujours aussi facile, parfois merne plus 
facile, a l’aide de la definition generate de I’integrale, de 
demontrer une propriete pour touteslesfonctions auxquellcs 
s’applique cette definition, e’est-a-dire pour toutes les fonc- 
tions sommables, quc de la demontrer pour les seules fonc- 
lions integrables, en s’appuyant surla definition de Riemann. 
Meme si l’on ne s’interesse qu’aux resultats relatifs aux fonc- 
tions simples, il est done utile de connaitre la notion de 
fonction sommable parce qu’elle suggere des procedes rapides 
de demonstration. 

Comme application de la definition de l’integrale, j’ai 
etudie la recherche des fonctions primitives ct la rectification 
des courbes. A ccs deux applications j’aurais voulu en 
joindre une autre Ires importante: l’etude du develop- 
pement trigonoinetrique des fonctions ; mais, dans mon 
Cours, je n’ai pu donner a ce sujet que des indications telle- 
ment incompletes que j’ai juge inutile de les reproduire ici. 

Suivant en cela l’exemplc donne par M. Borel, j’ai redige 
ces Lemons sans supposer au lccteur d’autres connaissanccs 
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quo cellos qui font purtic du programme de licence do 
loules les Facultes; je pourrais mcrae dire que je ne sup¬ 
pose ricn de plus que la connaissance de la definition el 
des proprietes les plus elementaires de Fintegralc des fonc- 
tions continues. Mais, s’il n’est pas indispensable de con- 
naitre beaucoup de choses avant de lire ccs Lemons, il est 
neccssairc d’avoir certaines habitudes d’esprit, il est utile de 
s’etre deja intercsse a certaines questions de la theoric des 
fonctions. Un lectcur parfailement prepare serait celui qui 
aurait deja lu VIntroduction a l’elude des fonctions d’unc 
variable reelle, de M. Jules Tannery, el les Lemons sur la 
theorie des fonctions, de M. Emile Borel. 

Si r on compare ce Livrc aux quclques pages que Foil 
consacrc ordinairement a Fintegralion et a la recherche des 
fonctions primitives, on lc irouvera sans doutc un peu 
long; j’espere ccpendant que tons ceux qui ont ecrit sur 
la theoric des fonclions et qui savenl les difficultes qu’il y a, 
on cello matiere, a elre a la fois rigoureux cl court, ne 
s’cloimeront pas Lrop de cetle longueur; peut-etre memo me 
pardonneront-ils d'avoir ole, a leur gre, parfois lrop diffus, 
parfois lrop cone is. 

Pour la redaction, j’ai eu surlout rccours aux Memoircs 
originaux ; je dois ccpcndant signaler, commc m’ayanl etc 
parliculiiTomcnl utiles, outre les deux Ouvragos prccedcm- 
ment cites, les Fondamenli per la teorica delle funzioni di 
variabili reali , cle M. Ulisse Dini ct le Cours d’Analyse 
de I/Fcole Poly technique , de M. Camille Jordan. Enfin j’ai 
a rcmercier M. Borel clcs conseils qu’il in’a donnes au cours 
de la correction des epreuves. 

Bonnes, Io 3 tier ombre i<)o3. 

Henri Lebesgue. 
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1 . !*' integration ties fan et ions con tin ties. 

I/integration a eIe delude (out d'ubord eonune bop/ration 
in\«TM ( iir la derivation; r'est I'operation permrttant de resoudre 
le probleme dm fonrtions pnmitivos : 

Troucrr fes Jo fictions tjui admvttent pour derieee une 

fo fiction don nee f (x i. 

( ht suit quo, d rr probleme est possible, il l est il'mu' infinite tie 
mauierm, et quo Unites les fonetions primitives Kf x) (Tune imbue 
fonetion /(x) ue different <pie par tine eonstante additive. ( Je qibon 
sc propone, c ent dr trouvrr Tune quelronque des fonetions K(.r). 

\ fepoque on le probleme des fonetions primitives jfut pos/; 
soim la forme quo jbndique, eVstde-dire a bepoque de Newton el 
de Leibnitz,, le mot /onetin/t avail im sens assey, mal d/dinL On 
appelait iiinni, le plus souvrnL tme quantile y lire a la variable x 
par line equation ou intervembt mi eertain nombre des symholes 
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d’operalions que Ton a\ail Fhabitude de considerer. Les princi- 
pales de ees operations etaient: les operations arithmetiques (addi¬ 
tion, souslraction, multiplication, division, extraction de racines), 
les operations trigonometriques (avec les signes sin, cos, tang, 
ai'c sin, arc cos, arc tang), les operations logarithmiques et expo- 
nentielles (avec les signes log, a x ). 

Pour un grand nombre de fonctions exprimees de cette maniere 
on avait pu cxprijner, de la meine maniere, les fonctions primi¬ 
tives, de sorte qu’il apparaissait comme certain que toute fonction 
admet une fonction primitive. D’ailleurs on pouvail rdpondre a 
qui douLait de cette proposition. 

Soil. {Jig. i) la courbe F, y= f{x), representant la fonction 



donnec f(x ); les axes sont rectangulaires. Supposons pour sim¬ 
plifier f {x) j>osilive; soient a A., deux paralleles a Faxe des y, 
d’abscisses a et x. Ces deux parallel es, Fare A.B de F, le segv- 
raent ab de 0«r, limitent un domaine d’aire S(.x i ). En evaluant 
l’accroisscment £BCc de cette aire, on voit que f(x) est la 
derivee de S(x) ( i ). 

Remarquons que dans les considerations precedences Le mot 
fonction a deja regu une extension considerable. La relation entre 
S(a?) et x est en diet une relation g^ometrique et non plus une 


(*) Pour la demonstration et pour le cas oil f(a?) n’est pas loujours positive 
voir Goursat, Cours d'Analyse mathematique, L. I, Chap. IV, ou Humbert, 
Coui'S d } Analyse prof esse a UEcole Poly technique, t. I. 9° Parti e, Chap. III. 
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relation algebrique-trigonometrique-logarithraiqae. De telles rela¬ 
tions etaient encore considerees corame defmissant des fonctions; 
seulement, on distinguait soigneusement entre les figures geome- 
triqucs delinies a 1’aide de lois exprimables par des egalites geo- 
metriques et les figures qui ifEtaient pas definies ainsi. Les 
courbes y = f{x) de la premiere espece ou courbes geome- 
triques d6finissaient des fonctions f(x)\ les courbes de la seconde 
espece ou courbes arbitrages ne definissaient pas de vraies fonc¬ 
tions. Lorsqu’on employait le mot foaction pour ces deux especes 
de correspondance entre y et x, on distinguait les premieres en les 
appelant fonctions continues (*). 

11 y avait aussi une cat^gorie intermediate de fonctions, celles 
qui Etaient reprdsentees a l’aide de plusieurs arcs de courbes g^o- 
metriques; on les consid&rait plus volontiers comme formees de 
parties de foncLions. 

Les fonctions continues Etaient les vraies fonctions. On donnait 
ainsi au mot fonction un sens assez restreint parce qu’on croyait 
que toute fonction continue, definie geometriquement ou non, 
etait susceptible d’une definition analytique, de la nature de celles 
dont il a 6l6 parld precedemment, et qu’on croyait cela impossible 
pour les fonctions non continues. 

Mais Fourier montra que les series trigonometriques, qui pou- 
vaient etre employees dans des cas dtendus a la representation des 
fonctions continues, pouvaient servir aussi a la representation de 
fonctions non continues formees de parties de fonctions. En parti- 
culier une fonction nulle de o a tc, egale a i de tc a 2 tt, admet un 
developpement trigonontlriquc convergent. Le seul criterc, per- 
mettant de distinguer les vraies fonctions des fausses, disparaissait. 
11 fallait, ou bien dtendre le sens clu mot fonction } ou bien res- 
treindre la categorie des expressions algebriques, trigonome¬ 
triques, exponentielles qui pouvaient servir a definir des fonc¬ 
tions. 

Cauchy remarqua que les difficultes qui resultent des recherch.es 
de Fourier se pr^sentent merne lorsqu’on ne se sert que depres¬ 
sions tres simples, e’est-a-dire que, suivant le proc<kl6 employ 6 
pour donner une fonction, elle apparait comme continue ou 


(*) Cette continuity est connue sous le nom de continuite eulerienne. 
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non. Cauchy cite, comme exemple, la fonction egale a 4- x pour 
x positif, a — x pour x negatif. Cette fonction ifest pas continue, 
elle est formee de parties des deux fonclions continues -}~x cl — x; 
elle apparait au eontraire comme continue quand on la note 4- ^x-. 

Pour conserver aux mots fonction continue leur sens primitif, 
il aurait done fallu lie considerer cjue des expressions analyliques 
tres particulieres ( 1 ); Cauchy profera modifier considerahlement 
les definitions. 

Pour Cauchy y est fonction de x quand , a chacun des etats 
de grandeur de x , correspond itn etat de grandeur parfaite - 
merit determine de y. 

Cette definition parait la me me que celle donnee plus lard par 
Riemann, mais en r^alite les correspondances que Cauchy consi- 
dere sont encore celles qu’on peut elahlir a l’aide d’expressions 
analyliques, car, apres avoir ddfini les fonc lions, Cauchy ajoutc : 
les fonctions sont dites explicilcs si fequation qui lie x a y est 
r^solue en jq et implicites si cela if a pas lieu. Le fait que les cor¬ 
respondances sont etablies a l’aidc depressions analyliques lfin- 
tervient jamais dans les raisonnements de Cauchy, de sorle que les 
proprietes obtenucs par Cauchy s’appliquent immediatemenl ainsi 
‘que leurs demonstrations aux fonctions satisfaisant a la definition 
de Riemann (f). 

Pour Cauchy une fonction f(x) est continue pour la valeur > x 0 
si, quel que soit lenombre positif s, on peut trouver un nombre 


( 1 ) C’est cc quo fait M. M6ray qui donne au mot fonction un sens ires voisin 
de celui qu’ou donnail autrefois aux mots fonction continue. M. Meruy ddlinit 
les fonctions par les series de Taylor et le prolongement analytique; lorsqu’on 
adoptc les definitions de M. Mdray, l’existence des fonctions primitives resulie 
imniediatemenl des proprietes des series entiercs. 

Mais, si l’on applique les definitions de M. Moray aux fonctions de la variable 
complexe, on se trouve conduit necessairement, comme me l’a fait remarquer 
M. Borel, a considerer des fonctions discontinues d’une variable nielle. Par 
exemple, lorsqu’une serie de Taylor est convergente sur son cercle de conver¬ 
gence, ses valeurs, sur ce cercle, peuvent ddlinir deux fonctions reelles discon¬ 
tinues de Pargument. 

( 2 ) Je tie veux pas dire que la definition de Cauchy soit moins g6n6rale quo 
celle de Riemann; on ne.connait actuellement aucunc fonction riemannienne qui 
n’admettc pas de representation analytique. Seulement, s’il existe des fonctions 
qui satisfont a la definition de Riemann, sans satisfaire <x celle de Cauchy, elles 
ne seront pas exclues des raisonnements. 
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*jurlt'f i/tt/ur dun v i a y h ), 
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Puiir ilriiHiiifrrr i existence des loue t ions primi(i\es <l<\s fone- 
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hmpte i in I it | ii im* prerede mment. Dans rath* demonstration on a 
tail ajijifl a la nation d aire, (lette notion, < I j a assez pen claim 
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U«M|s i MTUpr, 
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ip* fllrn |it*u\ fill ftif roinpitipu'f h Hiiib sa\oir oil s'arrrte rrttr 
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f utf inli f par If mmihrr S (.#* | tlr la demonstration prrredentr [ 1 ); 
tl lilt Hiillit pour rfla dr rrprrndrr Its opr rat ions tpii srrvairnt 
tu’dinaii t*ftirnt a ralrnlfr tits valours approelirrs de S (./*) eousi- 
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itn HtMitlur limitf, ( hi a ainsi la demonstration maintenant Has- 
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maximum de cti_\ — at lend vers zero d’une manierc quel- 
conque (* ). ■ 

Le nombre S(X) ainsi obtenu s’appelle Vintegrate dejinie de 
la fonclion f(x) dans l’intervalle («, X). Depuis Fourier, on le 

represente par la no la lion / f(x) dx. 

J a 

Ce symbolc n’a jusqu’a present de sens que dans les inter vail es 
posilifs (a 7 X), (X^a); par definition, on pose 


/ I f(x)dx = o. 

da d X 

11 esl evident que Ton a, quels que soienl <7, 6, c, 

pb pV 

+ ) + / =0 - 
*'<t J b 'Sc 

Remarquons encore que si L el / soni les limites sup^rieurc el 

r b 

inferieure de f{x) dans (a, 6), / f(x)dx est comprise enlre 

L(& — a) cl l(b — a). La fonclion continue f{x) prenanl loules 
les valeurs enlre l et L, y compris les valeurs l el L, on peul 


r b 

/ f(x)dx = (b — a)f(%), 
a 


\ olant compris enlre a el b ( 2 ), c’esl le iheoreme des accroisse- 
menls iinis. 

Le nombre S(X) 6tant mainlenanl defini d’une maniere precise, 
on d6montre F existence do la fonclion primitive de f(x) sans dif¬ 
ficult^. En eilet, on a 

Vo) = jj jF + V(*)^ =/(*.-!-0/*), 

<5galit6 qui demontre que la fonclion S(x) esl continue et a pour 
ddrivee f( x). 


( ! ) Voir, par exemple, les deux Ouvrages cit6s page 2 ou le Tome I clu Traite 
d’Analyse de M. Picard. 

( 2 ) Cette demonstration n’exclut pas les t^galit6s \ = a, b. Dans certains 
cas il est bon dc pr^voir qu’on peul choisir \ different do a et b ; la demonstra¬ 
tion est immediate. 
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I .a i nitct inti St \ ) < | u i I i |4 u ro dans la drmonst ral ion prdrrdrulr 
on plus r\artrmrnt la funrtinn 

X i . K * k / /t,n,/r K, i- 

* « x 

dans luqurllr K rt K $ sont drs ronstantrs qurlrunqurs rt o'. line 
\alrur dn ./• prisr dans rintrnalir on f(j') < k M driinir, s’appellr 

1 tntr**rtttr tntfr/tnic dr la fonrtiun j\ ,r) <m s<‘ notr j /\.r) </,r. 

On \ nit qur 1 intr^ralr indriinir dbtnr fonrtiun /(,/•) ost. la fonr- 
tiun l‘ (>#’ ) la plus ^rnrralr talk* <pn k Ton ail, quids qur soi< k nl a 
rt *fi dans l'intrn ullr on J\ ,r ) rst drlinir, 

Hi l f {2> j f{ a* j d,r, 

• a 

C ht \nit aussi qur, pnur Irs fonrtinns rnntinurs, il > a idrntitr 
rntrr Irs iutr^ndrs indrfinirs rt Irs bmct ions primili\rs (*). 

ii. /; t /itci; nt/uni dcs functions discontinues. 

I kins vc qui prrrrdr, I inlra 1< % drlinir apparait r.mnmr un 
rlrmrnt prnnrttant dr ralrulrr la funrtinn primitiv r; dans la pra- 
tiqur, Irs funrtiuns primit i\ rs srnrnt, an rontrairr, an ralrul drs 
intr^rnlrs drlinlrs, Ors intrf;ralrs drlinirs, qui sunt drs limitrs dr 
smnmrs dunt Ir numbrr drs trnurs nu^tnrntr indriinimrnt 
tandis qur la \alrur absulur dr rrs trrmrs trnd \rrs zrro, sr rrn- 
rnntrrut dans un grand numbrr dr qurstion.s d\\nal) sr, dr (iro~ 
mrtrir rt dr Mrraniqur f ,J ), Pnur ir (‘alrui dr crrtainrs dr rrs 

( 1 1 tad a nr smut plus \ i at m {‘on iiduti'mluismt pas la ruuHtante K duns la 
drlutili»»n dr !'intr^ralr indriinir, 

t J | k'apjda utii*n hi plus simple dr hi notion d’intrfO’alr rst lu quadraturr drs 
doimunrs plans V rausr dr rcllr uppliratioin on a fait smivrnt rrmontcr la 
notion d'mtr^ialr drhiar a \irhniirdr rt a la quadrature* dr lu parabole. 11 esl 
vr*»* qur braur «*tip dr quadratures out iHr rtlrrturrs u\uut I'introduetion du 
<*a|rut uitr^rah mats Irs ^eomrtrrs iduthtrlinirnt aunmr hu porta nee partieuliere 
ttiin, dmnamrs turn sprrbiux ilntit it hint ralrulrr Irs it ires pour avoir drs inte¬ 
rn ale* d«d)iur«. i/utipothtncr dr rrs domamrs n’rst upparur qu'aprrs l'introdur- 
titiii 4r til not (on dr drmrr. 
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limites de sommes, par exemple pour la definition et le calcul de 
faire comprise entre line courbe et son asymptote, Pintegration 
des fonctions continues ne suffisait plus; on a ete ainsi conduit a 
s’occuper de Pintegration des fonctions qui sont infinies en cer¬ 
tains points ou an voisinage de certains points. D’autre part, pour 
certaines applications des integrates defmies, par exemple pour le 
calcul des coefficients de la serie trigonometrique represenlanl 
iine fonction donnee, il semblait y avoir avantage a definir Pinlc- 
grale cPune fonction qui, tout en res tan t finie, est discontinue en 
certains points. Aussi, des Pintroduction de la notion d’integrale 
definie, a-t-on etendu cette notion a certaines fonctions discon¬ 
tinues. 

On a ete conduit a la definition qui sera donnee plus loin en 
posant en principe l’identite, constatee dans le cas des fonctions 
continues, de Pintegrale indefinie et de la fonction primitive. 


Considerons la fonction f(x) qui, pour x ^ o, est egale a jp-* 

s/r 

Les seules fonctions continues qui admettent, sauf pour x — o, 
une derivee egale hf(x) sont donnees par la formule K -f- \/x' 2 ; 

on a dit que F (<r) = K+ ^ \/x 2 etait Pintegrale indefinie do/’(#), 


etla formule (i) clonnait Pintegrale definie def(x) dans un inter¬ 
val] e quelconque (a, [3). 

Soit encore la fonction f(x) (consideree par Fourier) egale 
a — i pour x negatif, a -f- i pour x positif ('). Les seules fonc- 
tions continues qui admettent f(x) pour derivee, sauf pour la 
valeur singuliere x = o , sont les fonctions (considerecs par Cau¬ 
chy) K + si Ton considere ces fonctions comme 'des inte¬ 

gral es indefinies, on en deduit la valeur de Pintegrale definie 
de f{x) dans tout intervalle (-). 


C 1 ) Cette fonction, non cletinie pour x = o, admet, comme on sait, un develop- 


pement trigonometrique; on pent aussi la noter 


H- \jX* 


( 3 ) II est bon d’ajouter que les integrates defmies, que l J on peut ainsi attaeher 
aux deux especes de fonctions discontinues que Ton vient de considered per- 
mettent cfexprimer les coefficients du developpement trigonometrique des fonc¬ 
tions a faide des formules d'Euler et de Fourier qui serveni dans le cus des 
fonctions continues. 
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discontinuite de f(%). Si e ne contient qu’un nombre fini de 
points, nous applicjuons les definitions de Cauchy. 

D’apres Lipschitz, le cas qu’^tudie Dirichlet esl, celui oii le 
derive e r de e ne contient qu’un nombre fini de points, com me 

cela se prdsente, par exemple, pour la fonction —ou e'ne con- 

sin — 

T 

tienl que # = o. 

Les points de e r divisent alors (a, Z») en an nombre fini d’inter- 
valles pardels, soit (<x, [3) l’un d’eux. Dans (a + h, ,3 — /c), il n’y 
a qu un nombre fini de points de e. Si dans cet inlervalle les 
definitions de Cauchy ne s’appliquent pas, on dira que la fonction 
n’a pas d’integrale dans («, b). Si au contraire elJcs s’appliquent, 

on considere l’integrale f f(x) dx et Ton fait tendre simulta- 

'Ax -+-A 

n^ment h et k vers zero suivant des lois quelconques. Si l 5 on 
n obtient pas line limite d^termin^e, f(x) n’a pas d’intdgrale 
dans (a, b); si au conLraire on a une limite determinee, on pose 

r { \ /•?-* 

/ /( x ) dx = lim / f(x)dx. 

*=•>*=« J*+k 

L integrale dans (a, b) esl, par definition, la somme des inlt:- 
grales dans les intervalles (a, (3). 

On voit que la definition de Dirichlet repose sur les memos 
principes que celle de Cauchy; la definition generate qui dccoulo 
de ces principes peut s’enoncer ainsi : 

Une fonction f(x) a une integrale dans un inlervalle 
fini («, b) s’ll existe dans ( a , b) une fonction continue F(x), 
et une seule a une constante additive pres , telle que Von ait 


/ f{x)dx = F((3) — F(a), 


dans tout mtervalle ou f(x) est continue. F(at) est Vintegrale 
indejinie de f(x) et Von a 


f f(x)dx = F(6) — F(a). 
J a 


I oui que cette definition s’applicjue, il faut d’abord cju’il existe 
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mu' lunrtiun oontinuo Im ,r) vorifianl la formulo ( i). Coni rovicnl, 
dans les dou\ (‘as traitds par < lauoh> ol I )iriuldot ? a supposor 
Fexistouoo dos limitos <jui out son i dan.s la <l<*(inition. Nous suj>~ 
posorons outto condition romplio ot nous allons ohorohor comment 
<loi\ cut rhr (list riImts lo.s points >in^j;uIi<*rs do J\ ,r) pour quo outto 
ionrtion ait uno into^ralo, \u point do \ in* <pii nous oooupo, les 
points sin^uliors do /’( ./•) soul oou\ <]ni ne sont inlerieurs a aiunm 
intenallo dans lequel j\ ./■*} ost oontinuo; no sont dour los points 
do e ot cni\ do o\ oos points fonnent un ensemble <pi<‘ nous dosi- 
gnorous par IC. Tout point liinito <lo points <1<* K, par sa definition 
memo, ost aussi point do K; IC eontiont doin' tons s( k s points 
lituifos. I Tost tin dos ensembles que M. Jordan nppelle /an fails ol 
M. Bund n'/alturmt'/it patfails; nous appollorons un tol (‘usiunbh* 
un rnsanthlv ft'rmc, 

Pour quo la fornndo { i) delinisse cntierement il fan l que, 

dans tout intmallo, il on eviste un autro on j \,/*) ost continue. 
LYusetnble IC doit dono dtrr tid que, dans tout inlervalle, sVn 
trou\o un autro qui no eontienno pas do points d<‘ IC; oYsl. oo <pio 
Fun r\pritue on disant <pio 1C doit <M re non dense dans tout inter¬ 
's alio i * i, 

(lotto propriete do 1C n'ost uullemcnt suHisante; pour enonrer la 
propriete tu*oossairo ot stiHisunto quo doit serilier 1C, il laul a\ oir 
rooours an\ proprietes dos ensembles deris es. 

I/ensemble lerme 1C a dos derisos sueerssifs ICY ICY .IC f,) , .on 
sail quo, si Tun dos drri\ es ost nul, 1C ost (lit raductihle, cYst un 
ensemble deuniubruble; siuon Fun dos domes ost parfail, 1C o! 
tons sos derives out la puissanoo du onntinu ( u ). 

Ye sont oos proprietes qui \ out nous sorvir. Supposons <pFil 
o\ist<* unr function V {./•) satisfaisant a Iitc ; (p) dans tons los 

I s ) 1*. ttu Hue* Hr) mood, awquol «*M dur la dtst motion dos deux classes remar 
quntdrt dVfisrml>tcs t ijur imih apprhmH ensembles tlenses dans tout mtervatlo 
dune purl rt ensembles turn tlenses dans tout iutrrvalto d’autre pari, appolle los 
pnaiiM i s ao stemes pantachitfues mi puntuebies rt Ir-t seconds sys femes apan - 
iuehitptes mi uptinlttehtes, t iVnt aussi du Hois Hr) mnud <jui a donnr lo procodr 
(;iiH l rat dr iormatiou drs oiisrmldrs formes rl dos apantuelbes, prooode qui 
ronsistr a rutr\rr tHuu Uitrr\alt(* drs in toi'N allrs on uombrr it ui uu dcmmilmddr 
roitYriiatdruHMtt rhoisis, Vu stijrt drs faisomldrs f<*ruirs ot dos onsomltlos mm 
drttsrs, vtne Lertms site Itt theerie ties /unctions, Uhupilro 111. 

( J } $ fit hi Noto phu oi’ a ia tin du Volume, 





CIIAPITRE l. 


I 2 

intervalles ou f(x) est continue et recherchons si F(#) est bien 
determinee; lorsqu’il en sera ainsi, I’egalite (i) servira de defini¬ 
tion a l’integrale. 

Nous nous appuierons sur cette remarque cvidentc : si I’inle- 
grale / /(#) dx , cjui figure au premier membre de (i), a un sens 

Joe 

dans tous les intervalles qui ne contiennent aiicun des points 
.r,, x, n en nombre fini, les difftSrentcs fonctions conti¬ 

nues F(j?) satisfaisant toujours a I’egalite (i) lie peuvent diffdrer 
que par une cons tan te. 

Si E ne contient qu’un noinbre fini de points, F(,r) est done 
bien determinee, d’ou la definition de Cauchy. 

Le premier membre de (i) a maintenant un sens dans tout 
intervalle ne contenant pas de points do E'; done, si E' n’a qu’un 
nombre fini de points, F(,z*) est bien determinde, d’ou la definition 
de Dirichlet-Lipscliitz. 

On passe dc la au cas ou E", E /;/ , E u nc contient qu’un 
nombre fini de points. 

Dans tout intervalle ou E w n’a pas de points, F(^‘) est done 
bien determinee (‘) et, par suite, le premier membre de (i) a un 
sens dans un tel intervalle; de la on conclut que F(j?) est bien 
determinee quand E f,) n’a qu’un nombre fini dc points. On passe 
ensnite au cas ou E a>+ ‘, E w+ ‘-\ ... n’a qu’un nombre fini dc points; 
puis au cas ou e’est E 2w qui joint de cello propriety, et ainsi de 
suite. 

Nous voyons ainsi que, si E est reduetible, F(./*) est bien deter¬ 
minee, de sorte ([ue notre definition s’appliquo; il exisle alors une 
in to grale que l’on obtient par l’applieation repetee de la melhodc 
de Cauchy-Diriclilet. 

Pour avoir des exemples dc fonctions auxquelles s’a[)pli([ue cette 
metbode, il sulfit dc prendre un ensemble reduetible E, de ranger 
ses points en suite simplemenl inlinie, */.*,, .r 2 , ..el dc former la 
serie 



( l ) Car, dans uu tel intervalle, 1’un ties E' 1 n’a qu’un nombre lini de poinLs. 
(-) D’apr^s les proprietes des series uniformement convergcnles, J\x) a lous 
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Suppnsonx maintonant quo rousonildo K <!<\s points sin^uIi<Ms 
d(‘ /(./■) no soil pas roduoti ldo. Nous allons \ oir quo, s il oxislo 
1111(1 ionotion I' (.r) sa( islaisanl a la oondilion (i) dans lout, i n Um*— 
'alio on /*(./') osi ooutiuuo, il on oxisio uiir inlinito. 

Soil i\ l oolui dos dorixos do K qui osl pa Hail; V/* s’obliont on 
oulo\ant do I intorv alio oonsiddrd (//, A ) los points interieurs a dos 
intorxallos o t , o 2 , . qui lonnunl nno suilo donoinbraldo si K osl. 
non donso dans tout intor\alI( k , oo tpu osl lo soul oas <pii nous 
iatrusM 1 I 1 ), 

I )oiinissons u»u k Ionotion v (.r) par la < k ondilion dYdro nullo 
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A Ai * ... toudont \ors uin k liniilo dutorminoo; on proud oolto 

limito pour \ a lour do ^ i ./■). ^ (,r ) ost ainsi parloul dutunninun, o’osl 
uuo ionoiion ountinuo non oonstaulo dans ( a, h) ol, (*( k p< k ndanl, 
oonstaulo duns lout intorvallo no ( k ont< k nant pas do points do K. 
1 h* surto qtn\ s'il oxisto uno Idnolion I’d ./*) sal islaisanl a To^alito ( i ), 
ilatis tout iutorudlo on il u'\ a pas do points do K, F^./*) | s (./•) 
satislait aussi a ot k Uo ooudition. 

Maintonant, si Ton romarquo quo K ol e sont roduol ildos on 
nidmu tomps t ,J t, on \oit quo, pour tjue lu definition adopter 

Irs juxiUs »tt* K flour s »!r «|jsri»iitimnti ; . ,<>n vorra fanleinenl quc; la mtu* 

jurristriiO' rsl uHrm’alde trrim* a terror. 

t'mu* dm rvamph’H <i ViomtithieH rrdurtihles, voir la Note. 

I‘l t!ar h» l\ r»a dense dan** mu »nterv,db\ Fur) <;sl c.ertaiuement imleUtr™ 
moire, 

I • i II taui turn remaofurr qur r |nutl rtrr deumnbrublr sans quo K le suit, 
v **%{ aim n ttu ausrmtilr denmnbrabte mm redo ruble; rVsi le can do iVnsemble 
ilen mmibre** raOmiuels. 
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CHAPITRE II. 

LA DEFINITION DE iflNTEGRALE DONNEE PAR RIEMANN. 


I. — Proprietes relatives aux fonctions. 

Les fonctions auxquelles s’appliquent les definitions prece- 
dentes peuvent avoir une infinite de points de discontinuity rnais 
ces poinLs sont encore exceplionnels, en ce sens qu’ils forment un 
ensemble non dense. Dirichlet a rencontre incidemmentlafonction 

^(a?) = iim T lim (cos/n! izx) 2n 1, 

m = 00 |_ n = 00 J 

dont tous les points sont des points de discontinuity puisqu’elle 
est nulle pour x irrationnel, dgale a i pour x rationnel. Les consi¬ 
derations de Cauchy et de Dirichlet lie s’appliquent done pas a 
Loutes les fonctions au sens de Cauchy. Riemann (*) a montre, sur 
un exemple, comment Temploi des series permettait de construire 
des fonc tions dont les points de discontinuity forment un ensemble 
partout dense, fonctions auxquelles les definitions precedentes ne 
peuvent done s’appliquer. 

Soit (x) la difference entre x et Lender le plus voisin; si x est 
egal a un entier plus on prend (x) = o. La fonction ainsi de- 

finie se nomme exces de x; e’est une fonction au sens de Cauchy, 
car elle admet un dyveloppement de Fourier, procedant suivant les 
lignes trigonometriques des multiples de 2 tzx 7 qui est partout 
convergent. Considyrons la fonction, au sens de Cauchy, 

( l ) Sur la possibility de repr6senter une fonction par une serie trigonome- 
trique. (Bulletin des Sciences mathematiques, 1873 et CEuvres de JRiemann.) 
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on voil immediatement que si x n’esl pas de la forme (/* c k l 

2//-M etant premiers enlre cux) f(x) esl continue (<). An 
conlrairc, si x esL de la forme indiquee, quand x lend en croissant 

vers J\ x ) Lend vers une limite que l’on note 


et qui esl 


/ 


*P ■ 


-o (*) 


/ 


2 11 



'1 p -HI 

2 n 


TC“ 

16 n -* 


quand x lend vers 


2 p h- 1 
2/1 


en decroissant, J\x) lend vers 




2 n 


) 


i6n 2 


Dans tout inlervalle, f(x) a des points de disconlinuile; les 
considerations du Chapilre precedent ne sont pas applicable* 
a/(x). 

En employant un procede analogue a celui de Ricmanii, il etait 
possible de former de nombreux exemplcs de fonctions ires dis¬ 
continues. En utilisant la notion maintenanl classique de serie uni- 
formement convergente, il est facile do donner un enouee general : 
une serie uniformement convergente de fonctions discontinues f n 
delinit une foncLion /’qui adinet pour points de disconlinuile lous 
les points de disconlinuile des fonctions f, n pourvu que cbacun do 
ces points ne soil point de disconlinuile que pour une seule func¬ 
tion f n . Lorsqu’il n 5 en est pas ainsi, comme dans Fcxemple de 
Riemann, il faul rechercher si les dilferenles diseonlinuiles, quo 
Fon rencontre pour la valeur considerec, ne se compensent pas do 
telle maniere que /soil continue. 

On a souventFoecasion d’appliquer un procede analogue, quand, 
connaissant des fonctions f n qui presenlenl uno certaine singula¬ 
rity en des points isoles on veut conslruirc une function pro- 
sentant cette singularity dans lout inlervalle. On essaie si Ton 
n’obtiendrait pas le resultat desire en prenanl une serie uni for- 


(*) On s’appuiera sur la convergence uniforme de la serie f{x). 
( 2 ) Cette notation est due k Dirichlel. 
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moment convergente de fonctions /„, telles que les A,< correspon- 
danls forment un ensemble partout dense. C’est cette methode de 
conslruclion qui a regu le nom de principe de condensation des 
singular ites ( 1 ). 

Les exemples de Riemann montrent que les fonctions, auxquelles 
les procedes de definition examines dans lc Chapitre precedent ne 
peuvent s’appliquer, ne forment pas une classe tres particuliere 
dans l’ensemble des fonctions au sens de Cauchy. Et comme la 
restriction (-) que nous avons imposee, avec Cauchy, aux fonc¬ 
tions /(#), savoir que la relation entre f(x) et x soit exprimable 
analytiquement, n’est jamais intervenue dans nos raisonnements, 
elle n’a simplifie ni les enonces, ni les solutions des problemes que 
nous nous sommes proposes. II n’y a done aucun inconvenient a 
dire, avec Riemann : y est fonction de x si P a chaque valeur 
de x , correspond une valeur de y bien determinee, quel que 
soit leprocede qui permet d’etablir cette correspondance . C’est 
cette definition que nous adopterons maintenant; seulement, au 
lieu de supposer toujours que x peut etre pris quelconque dans 
un intervalle (a, 6), nous supposerons quelquefois que x doit etre 
pris dans un certain ensemble E pour les points duquel la fonc¬ 
tion y sera ainsi definie, sans l’etre pour tous les points d’un 

intervalle. Par exemple, la fonction ! est definie pour 1’en- 

semble des inverses des entiers positifs. 

Avant d’entreprendre l’elude de l’integration des fonctions au 
sens de Riemann je vais donner celles de leurs proprietes qui 
nous seront utiles dans la suite. 

Si l’on sait qu’une fonction reste toujours comprise entre deux 
nombres finis A et B, on dit qu’elle est bornee ( 3 ). C’est a l’dtude 


( 1 ) Cette denomination est due 4 Hankel. Hankel avail cru pouvoir fa ire des 
raisonnements g^n^raux au sujel de cette methode, mais ce qu’il y a d’exact 
dans ses raisonnements se reduit 4 des applications irrimediates des proprietes 
connues des series uniform^ment convergentes. 

( 2 ) J’ai d6ja dit (note 2, p. 4 ) que cette restriction est peul-6lre illusoire. 

( 3 ) II est bien entendu qu’une fonction non bornee peut £tre cependant toujours 
Jfinie; c’est le cas de la fonction f(x) telle que 

/(o) = o, f(x) = ~ pour x^o. 


L. 


2 
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des fonctions bornees que Ton s’est le plus souvent limits ( { ). 
Lorsqu’une fonction estbornde, elle admet une limite superieure L 
et une limite inferieure l\ ces nombres sont definis, onle salt, par 
la condition que (/, L) soitle plus petit intervalle contenant toutes 
les valeurs de f(oc)> to = L — l est dit Voscillation de f(x). 

Soit A un point limite de l’ensemble E dans lequel f{x) est 
definie ( 2 ). Soit 3* un intervalle contenant A; dans cet intervalle il 
existe des points de E; ils forment un ensemble e { . La fonc¬ 
tion J(x) definie sur e { admet des limites supdrieure et infe¬ 
rieure, L n /<, une oscillation to<. Soit So un intervalle contenant A 
et compris dans o <5 il lui correspond les nombres L 2 , / 2 , to 2 ; et 
Ton a evidemment 

i \ zr: ^2 ~ L 2 — L j, 1-/2 — 1 2 ==: tOg ~ COi . 

Si nous considdrons des intervallcs 3*, o 2 , 3 8 , ... contenant 
lous A et compris les uns dans les autres, nous avons une suite de 
limites superieures et infdrieures verifiant les indgalitds 

Les It d’une part, les L* d’autre part, tendent done vers deux 
limites / et L (l< L) et les to; tendent vers 

w = L — l. 

Nous allons voir que les nombres ainsi obtenus, L, to, sont 
aussi les limites des nombres L'-, toj- correspondant a des inter- 
valles 3' contenant A et dont les deux extrdmites tendent vers A 
quand i augmente inddfiniment; en d’autres termes, ils sont indd- 
pendants du clioix des intervalles 8/ et l’on peut supposer que ces 
intervalles ne sont pas contenus'necessairement les uns dans les 
autres. En elfet, i etant choisi arbitrairement, si j est assez grand, 
bj est contenu dans 3/, si k est assez grand, 8/; est contenu dans 8^ 

(*) Oft constate souvent que des questions tres simples & traiter lorsqu’on se 
limite aux fonctions borages sont, au contraire, tres compliquees pour les fonc¬ 
tions les plus gdn6rales. Aussi j’ai indiqud soigneusement clans la suite si les 
tbeoremes obtenus sont valables pour toutes les fonctions ou seulement pour des 
fonctions bornees; tandis que, le plus souvent, on omet d’indiquer explicitement 
que les fonctions dont on s’occupe sont bornees. 

( 2 ) A ne fait pas ndeessairement partie de E. 
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done on a 

= lj = lk~ Ly ~ L m 

ce qui soffit a demontrer la propriety. 

Les nombres L, /, to sont appeles Le maximum ou limite 
superieure y fe minimum ou fimite inferieure et Voscillation 
de la fonction en A. A est un point de continuity ou de discon¬ 
tinuity, suivant que to est mil ou positif, e’est-a-dire suivant que 
L et / sont egaux ou inegaux. 

Si Xo est Fabseisse de A et si Fon convient de ne consid6rer 
que les valeurs de x superieures a x 0 (x^>x 0 ), on obtient le 
maximum M,/, le minimum m<i et Foscillalion c>v a droite en A. 
Si o y ( i = o, e’est-a-dire si = m,/, f(x {) 4- o) existe et est egale 

a Mrf. Si Mrf= m ( i = la fo notion /’(a?) est dite continue d 

droite. On dyfinit de meioe les nombres AL,, cm, (*). 

Si u) ( i ct to, T sont mils, e'est-a-dire si f(x Q -f- o) et /(.r 0 —0) 
existent, la discontinuity est dite de premiere espece , sinon elle 
est dite de seconde espece . 

Toutes ces definitions pourraient etre donnees pour des func¬ 
tions non bornees; rien ne serait changy, sauf quo les nombres 
dyfinis ne seraienl plus necessairement finis. ? 

Aux notions precedentes, on pent rattacher la notion de fimite 
d’ in determination qui nous sera souvent utile; celte notion est 
due a P. du Bois-Reymond. 

Un procedy de calcul fournit, dans certaines conditions, un 
nombre determiny cp; dans d’autres conditions, au contraire, il ne 
fournit plus un nombre determiny, mais, suivant la maniere dont 
on Fapplique, il fournit dillerents nombres qui forment un 
ensemble A. On pent alors, ou dire que le proeddy ne fournit 
plus aucun nombre, ou dire que le procyde clonne pour nombre cp 
Fun quelconque des nombres de A. Le nombre y est ainsi consi¬ 
der comme indytermind. Le plus petit intervalle qui contient 
tous les points de A, soit a son interieur, soit confondus avec ses 


(*) La definition pr^c^dente est celle des maximum, minimum, oscillation 
de f(x) & droite de a? 0 , x () etant exclu. Oli considere aussi souvent les merries 
nombres, x Q n’etant pas exclu; il faut alors prendre les valeurs de x egales ou 
superieures k x 0 (x^x 0 ). 

Sauf avis contraire, je me servirai toujours de la definition du texte. 
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extremites, a pour origine et pour exlremites les limites infe- 
rieure et superieure d’indetermination du nombre cp. Ces limites 
sont fmies ou infmies, elles ne font pas ndcessairement partie 
de A. 

Par exemple, on donne l’expression 

cp = lim x n , 

n = oo 

ou li est eniier. cp est nul pour | x | i; pour calculer cp dans cc 
cas on peut choisir arbitrairement une suite d’enlicrs croissant 
n n 2l .. . et prendre la limite de la suite x n > correspondante. Si 
x n’est plus-compris entre — i et H-i. en operant ainsi et en 
choisissant convenablement les /?*, on aura encore une limite, 
mais cette limite d^pendra en g^n^ral du choix des rti. Pour 
x ~ — i, l’ensemble A de ces limites contienl les deux seuls 
nombres — i e t -f- i qui sont les limites d’indetermination. Pour 
x <C—i? l’ensemble A ne contient que -f- oo et —oo qui sont les 
deux limites d’inddtermination. 

Pour x =: i, cp est egal a i. Pour x >> i, cp est dgal a ~j~ oo. 

La notion des limites d’indetermination peut souvent elre 
remplacee par la notion plus simple de plus petite et de plus 
grande Limite , notion que l’on doit a Cauchy. 

Supposons que le nombre cp soit ddlini comme la limite pour 
X = X 0 d’un nombre <|>(X); X prendra toutes les valeurs possibles 
ou seulement celles d’un certain ensemble dont X () est un point 
limite ^l’exemple precedent se ramcne a ce cas si l’on prend X :_■= ~ , 

ou n est entier, etX 0 = oj. La fonction ^(X) n’est pas ddfinie pour 
X = X 0 , mais nous savons qu'elle a pour X = X 0 une limite infe- 
rieure L et une limite superieure L ('); ces nombres, finis ou 
non, sont respectivement la plus petite et la plus grande des 
limites que Ton peut obtenir quand, dans A(X), on fait tcndrc X 
vers X 0 . I et L sont les deux limites d’inddtermination pr^cddcm- 
ment definies; mais, dans le cas qui nous occupe, ces nombres 
sont compris dans Pensemble A des valeurs limites, tandis que, 
dans le cas general, ils font seulement partie de A ou du derive A' 
de A. 


( J ) Ces denominations sont celles qu'adopte M. J. Hadamard. 
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Mais il se peut aussi, et Ton en verra bientot des exemples, que 
la fonction A (X) ne soit plus une fonction bien determine, mais 
soit une fonction a plusieurs determinations . 

On dit que Pon a une telle fonction si, a chaque valeur de X, 
prise dans un certain ensemble oil la fonction est definie, on fait 
correspondre un ensemble de nombres; chacun de ces nombres 
est represente par la notation (X). Ce qui a ete dit relativement 
aux limites superieure et infdrieure pour les fonctions a une 
seule determination, s’applique sans aucun changement aux 
fonctions a determinations multiples. <\>(X) a clone une limite 
inferieure l et une limite superieure L pour X = X 0 , c[ui sont, 
respectivement, la plus petite et la plus grande des limites que 
Pon peut atteindre en choisissant une suite de nombres X* tendant 
vers X o et en choisissant convenablement les nombres A(X;) cor- 
respondants. Ces deux nombres sont les limites d’indetermina¬ 
tion de la limite de A(X) quand X tend vers X 0 (*). 

Revenons maintenant a l’etude des fonctions. 

II y a une relation tres simple entre les oscillations relatives aux 
intorvalles contenus dans (a, b) et les oscillations aux divers points 
de (cz, b). On peut Fexprimer ainsi : 

Si, en tons les points de (a, 6), t 7 oscillation est au plus 
egale a to, dans tout inter oalle interieur d (a, b) et de lon- 
gueurX , V oscillation est inferieure d to -f- e des que X est assez 
petit , e etant un nombre positif quelconque. 

S’ il en <Rait autrement, on pourrait trouver des couples de 
points a P ) b p , tels cjue b p — a p tende vers zero et que Pon ait 

\A b l>)—f{ a p) \ > W -f-E. 

L’ensemble des a p a, au moins, un point limite a. Si l’on prend 
une suite de valeurs a p tendant vers a, les b p tendent aussi vers a, 
clone en a Poscillation est au moins to -j- e. II y a la une contra¬ 
diction avec l’hypothesc. 


( J ) Dti Bois-Reymond dit simplement « les limites d’ind^iermination de 
pour ~k = \ (j ». Gela lient & l’idee que se faisait du Bois-Reymond de la valeur 
d’une fonction en un point de discontinuity (note i, p. 9). 

ie crois qu’il vant mieux adopter le langagedu texte, plus conforme aux id£es 
modernes sur la determination des fonctions. 
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La proprielc cst dcinontree. Dans lc cas ou co = o, ellc sc red u it 
ce fait Lien connu : line fonction continue cn tous lcs points d’un 
intervalle csl continue dans cet inlervallc ( 4 ). 

La reciproquc dc eettc propriele n’esl pas vraie. Soil une four- 
tion egale a — i pour x negatif, a -f- i pour x posilif, nullo pour 
x nul. Son oscillation pour x~o est a et, oependant, si 1 ’on 
emploic le point dc division x = o, la fonction a unc oscillation 
seulement dgale a i Jans chacun dcs deux, intervallos obtcnus. 

Nous allons naaintcnant defmir l’oscillation moyenne d’une 
fonction born^e/(a?) delinic dans un inlervallc lini (a, b). Parta- 
geons ( a , b) en intervalles partiels So, . . 8 ,/. Soil <•),* l’oscilla¬ 
tion de f(x) dans l’intervalle 3 /, lcs extremit< 5 s de 3 / 6 tant ou non 
consid^rees comme faisant partie dc I’inlcrvalle. lit formons la 
quantity 

A _ SjCOi H~ 0 2 10 . . -4- 0 fi OJ n 

b — a 

Si Q est l’oscillation de f(x) dans (a 1 b). to i7 co 2 , ..<«)„ (5 taut an 
plus 6 gaux a Q, A. est an plus dgale a 0 . Si doin' nous clivisous 8 /cn 
intervalles partiels 8 j, 8 ?, .... 3 p ? auxqucls eorrespondenl lcs 
oscillations c oj , to*?, .. to£‘, on a 

/ ~m 

/ "i 

En subdivisanl les intervalles 3 / on remplace done A par un 
nombre plus petit. 

Gonsiderons deux series de divisions de (nr, 6) en intervalles 
partiels; aux divisions dc la premiere s<$rie correspondent les 

nombres A,, A 2 , ..., a cedes de la scconde les nombres a,, ou,_ 

Nous supposons que, pour ehacane des deux series, le maximum 
de la longueur des intervalles employes dans la division tend 

vers zdro avec ? (-); dans ces conditions nous allons voir que 
les h-i el oLi ont une income limile. 

C 1 ) C’est cctte propriety que Ton 6nonce : la continuity cst uniforme, On 
exprime par \k que la quantity v\(e) peul dire choisie uniformdmenl dans Pinter- 
valle considdry, c’est-ci-dire independatnmenl dc la variable x. 

( 2 ) Les points dc division employes dans la i iim * division ne sont pas necessai- 



tA iiKi''iMrniN in; L‘m&unvu<; irnNNid*; i»ah iukmann. v .3 

(!mn|iaruih \ { ot ay ; los intorvulios <pii soronl dans la division Ay 
(|ui dnnuo %! Mint do dou\ ospooos : los mis, los intorvallos rf, coii- 
tionnont a lour tutor* ourdos points do la division I), <pii donno A/; 
los autros. los intorvallos d\ soul oompris dans dos intorvallos do D/. 
La oontrihution dos intonallos d an numdratour do a/ osl an pins 
it X/U, si n ost lo nombro dos points do dhision do I)/<‘t Id maxi¬ 
mum dd la Inn^uotir dos intorvallos do A/. Los inlorvallos font 
partio do la dhision A* obtonuo on rounissant los points do divi¬ 
sion do IL ot \js dour ils fournissont an numdratour do a/ uuc 
contribution an plus dgnlo a (h — a ) A , on Ay ost lo nomhn* 
niiiilogtid a A ot rnlutif a A' * Mais, puisquo Ton sail quo Ay osl an 
plus dgal it A a on on ddduit 

Uy A/ I /i Xy li. 

Tons los a/* a partir (Tun certain indioo, soul in fd Hours a 
A| | ■ i (i. ..•<>); dour lour plus grande* limbo ost au plus A/d- £ ot, 
ptiistpid i ot s sont quoloompios, la plus £»ruudo limito do ay osl au 
plus dj»idd a la plus potitddos A*, liion n’ompdoho d’dohan^or dans 
lo raisoimdmdiit \/ot ay; done, toutos lc*s Ft mil os dos A/ ot dos ay 
sont dgalds, Ai toad \ors line limito ddtormindo. Lotto limito to ost. 
{'oscillation moyenne dr la /auction dans (<7, A). 

II fiiut roinanptor oo quo nous a\ous ddmontrd : A* torn! unifor- 
tuement \ dt’s <u; oV*d~u din* «pn\ dos epu* tons los intorvallos sont 
tnfdriours it un certain nombro A % lo nomhn* A nt* ditt'crc d(* to quo 
iTuiid ijuautitd infdriouro a 1 ohobi a Favanoo, 

II. ('unditians tf intci>rahilit<K 

i]cs ddfinitiuns posers, jarrh o a la ddiinition do Finl.o<»raIo t(dl(* 
ipto Fa donudd Hirtnanu, 

Itiruumn porto son attention Mir lo prooddd opdratoire cpii 
pormoL dans lo oas dos functions continues, do ealculer Pintdgrale 
avee telle approximation tpio Fou \ mil, (*t il so domundo dans (puds 

I'utUMi! etu jdov rs tiatiH iii 1 1 11** 4 " * 1*11 it uut n*H tenues, jhiui* pustfer (t imc <tivision 
4 tit nutvntilt*, ini ue suiutiv ine pan ifH vi*lton <tt* 1'i‘tlu division, oa iuan|ue do 

timariiuv mtmiillrs hioih n’urrujiff dr eru\ |>rd<’rdomaa*at rmployes. 
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cas ce procede, applique a des fonctions discontinues, donnc un 
nombre determine. 

Soit une fonction bornee f(x) definie dans un intervalle 
fmi (< 2 , b ). Divisons (a, b) en intervalles particls 3,, 8 2 , . b n et 
choisissons arbitral*rement, quel que soit «, un point Xi dans 3/ on 
confondu avec l’une des extremites de 3/. Considerons la somme 

S = o,/(*-,) -b- o 2 /(a? a ) H-. - •-+- o n f(x n ). 


Augmentons constamment le nombre des intervalles 3 etchoisis- 
sons-les de telle maniere que le maximum de leur longueur tende 
vers zero ( 1 ). Alors, si S tend vers une limite determinee, inde- 
pendante des intervalles et des points Xi choisis, Riemann dit que 
la fonction f(x) est intigrable et a pour integrate, dans (a, 6), la 
limite de S. 

Lorsque 3<, o 2 , 8 7/ sont choisis, le nombre S n’est pas 

entierement d£termin£; ses limites inf^rieure et sup^rieure d’in- 
determination sont : 


S^SJ/8/, S = S L/ 8 f , 

ou li et L/ representent les limites infcrieure et sup^rieurc 
de f(x) dans 8/. Posons L/ — U= to/, alors 

S — S — So/Wj. 

Pour que L tende vers une limite ddtermin^e, il faut d’abord 
que S — S tende vers zero; mais SS/to/ tend vers ( b — a)to, ou 
(x) est ^oscillation mojenne de /(,r); done, pour que f(x) soit 
integrable, il faut qu'eUe soit. a oscillation moyenne nulle. 

Cette condition est suffisante , Pour le d^montrer, il suffit de 
prouver que S a une limite bien d6termin6e, puisque S — S tend 
vers z^ro. Supposons, pour faire cette £tude, que Ton raisonne 
non sur la fonction/*, mais sur f~ j- A*, k etant une constante telle 
que f -f* k ne soit jamais negative . 

Soientles divisions D<, D 2 , A <? A 2 , telles que le maximum 

de la longueur des intervalles parti els tende vers zdro, ce maximum 


( J ) Il esi bien entendu que, pour passer d’une division a la suivante, on n’est, 
pas oblige de se servir des points de division d6}k employes. 





i.v nKHNinoN i>k i.’t vrr.uHAu-; imnnkk pah hikmann. 


ost X, pour A r Soiont S,, S u , . A,, A.j, , . los nombros ana- 

Ioanns a S ot oorrospondant a oos di\ isions. 

(lomparous S, ot A ; . Larta^oons los iutorvallos do A/ on doux 
rsponos, nmmn‘ ii a oto dit dans 1 t*i< 1 do Posoillation moyonuo 
( p. ad }, Los intonallos d fournissonl, dans Ay, uu< k ooulribulioii 
an plus rpulo a /* v., L, on Lost lo maximum <l(* f{J') dans (<7, />). 

Iiutorvallos d' li^uront tons dans Ay a laquollo oorrospond Ay; 
dom\ la oontribut ion dos iutorvallos d 1 dans A/ ost, an plus o£*ale 
a A y , Main A’ ; sYhtiont on moroolanl los iutorvallos dr I)/*, il ost 
r\ idont, dans n's oonditions, quo Ay ost an plus u^n lo a S/. \)r 
tout ooln on tiro 

A ; >*, i n LX y . 

I U* ortlo tnd^ulitd on oonolut, oommo prdoddommonl, quo S/ 
rt A, out la niomo limilo ot iih'iiic qu'ils tondont uniformomont 
\ ors ortlo limito. 

I,a propriuto ost domontrdo pour J 1 A', doin' olio <\sl, \ rain 
pour f\ oa*\ on passant do /* a / -I-A’, on au^monlo loulos los 
scuumos S i I rkih r/L 

|| rst important, pour la suite*, do romnrqtior <pio nous avons 
dbmuntro IY\is|rnoo ddino limito pour S satis fairo auomio hypo- 
those* stir la lonotion burnro j\ ,r ). La condition quo J\j') ost a 
oscillation movrnno nutlo ost intcrvonuo sculomont lorsquc, dr 
Lexistruor d'uno limito pour S, nous a\uns dodnit Pr*xist< fc n<'<‘ 
ddmo limilo pour S. 

< hi prut transformer la oomlition dlntd^rabilite obtonue : il fanl 
rt il Millit quo la soiutno Ao,<•>/ tende vers zero. (*rla rev lent a 
dirt* quo Irs iutorvallos , dans losquols m ( < v st suprriouro a tin 
uombro positif e arbitrairoment ohoisi, out pour i assoz ^rand mu* 
longueur totalo X aussi prtito quo I on vout, oar on a : 

/ A in, { /• <t * A Hi t XU, 

U I'l.uil I’l.Hcillaliun dr/\.r) dans (a, h). On a uinsi IVmonrc 

dontto par Kiomaitu : 

f*nur t/u'unc function borncc soil intvgrablc dans ( a , />), il 
fattt ct it sttjfii t/u'tat puisse ftirtser (a, h) <at mtcrralles 
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pcirtiels tels que la somme des longueurs de ceux de ces 
intervalles dans lesquels Voscillation est plus grande que e, 
quel que soit e > o, soit aussipetite que l’on veut. 

Si une telle division est possible, il s’en trouve une dans toute 
suite de divisions telles que le maximum de la longueur des inter¬ 
val], es partiels tende vers zero, puisque, quelle que soit cette suite, 
tend to ujours vers le meme nombre. 

De cette propriety de So,-to; resulte aussi que, si a une suite de 
divisions dela nature considerde correspondent des nombres S et S 
ajant la meme limite, nous pouvons affirmer l’intygrabilite de la 
fonction considdree. 

La forme donnee par Riemann a la condition d’int^grabilitd 
montre bien que les fonctions continues sont int^grables, mais 
elles ne met pas en Evidence le r61e des points de discontinuity de 
la fonction. Paul du Bois-Reymond a mis ce rdle en yvidence par 
une transformation de la condition d’intdgTability. LMnoncd de 
du Bois-Reymond suppose connue la definition des groupes inte- 
grables. 

Un ensemble de points d’une droite constitue un groupe intd- 
grable, si lcs ]>oints de Pensemble peuvent etre enfermes dans un 
nombre fini de segments dont la somme des longueurs est aussi 
petite que Ton veut ( 1 ). 

Un nombre fini de points constitue un groupe intdgrable, mais 
la reciproque n’cst pas vraie. 

Considerons Pensemble Z des points dont les abscisses sont 
donnees par la formule 


i a* 

—L —r. _i- 1 

3 ^ 32 ^ 33 


dans laquelle to us les a sont egaux a o ou 2 . Get ensemble s’ob- 
tient en retranchant de Pintervalle (o, 1 ) d’abord les points inte- 

rieurs a Pintervalle puis les points intdrieurs aux inter- 


U) On peut, & volont<i, consid^rcr qu’un point csl enferm^ dans un intervalle, 
soit s’il est int^rieur k cet intervalle ou confondu avec ses extr£mit6s; soit, s’il 
est interieur k Pintervalle, les extr6mitds exclues. Les deux definitions corres- 
pondantes des groupes int^grables sont ^videmment identiques. 


I,\ IHWINinoN DM l/lNTMUH Vl.K DONNKK PA H HI KM ANN. 


'allcx f )• 


I 

■|1 ’ 


7 • . I . . , . 

I puis Ids points inlonours aux 


inlcr\iilics ( .J a , ( ',P 

7, •» I 7 '/ 

l 1,1 

'I P H 1 V 



()n di\ iso 



dono toujours ohaquo 


intorvalio rostant on trois purlins drains ol Ton <*nI p\ la parlio 
<iu miliou. \pros n do oos opdrations, il rosto :>/' intorvallos; 
oos 7 ." intorvallos pouvont s<‘r\ir a onfermor (’) los points d<^ Z; 

or, ils out nun longueur lotah* -- * Z ost done* uu $>Toupo intd- 

grahlo, ( Ytto oonstruotion do Z montro do plus qu’il ost parfail, 
dono il a la puissanoo flu oontinu ( ,J ). 

II ost dvidont quo lYnsonddo fortnd par la minion dos points do 
dou\ {;roupos intdgraldos ost tin ^roupo inld^raldo. 

\ oioi maintonant I Vtiouod do du Bois-Hovmond : 


Pour tju'mu' fonot ion burner so it inU*^rabb\ il /(tut rt il 
stiff it t/ut'l tjur suit g o, Ins points oft f osri!lation ost 

sttpvrtrun* it i /nrmunt ttn itrott/u* intt/tutblr. 


Supposons / intd^rubio, alors on pout divisor (<7, b) on inler- 
vuIIoh partioK tols quo oou\ dans losquols Tosoillation ost, supd- 
ri«*uro a g aiont mu* lon^uour totalo infdriouro a y t . Un point on 
I'oHoillation ost supdriouro a t no pout dtro <*onlonu dans mi intor- 
vallo on rosoillation nVst pas supdriouro a £, dono un t(*l point osl 
iH'oossiiiroinont Fun dos points qui out sorvi a la div ision do (tv, />), 
on hion il ost dans los intorvallos do lon^uour r,. Los points d<* 
divisions dtant on itninbro lin!, los points on lYsoillat ion ost stipo- 
riottro a i pouvont dtro onfonnds dans un noinbro (ini <1 intorvalios 
do lonpiour totalo ay,, ot, oonuno v, ost quoloonquo, ilslormont un 
j*roupr intd^nddo, 

Hdoiproquomonf, nous stipposons <julos points dYsoillation 
plus £»mndo quo s formon! im ^roupo intd^raldo. <)n pout done* los 
onfonnor dans un uondtro lini d'intorvalios do lon^uour lotah* t,. 
Kinplovons oos intorvallos I a la division d<* ( a , b) ot soiont I los 


I 1 ) Kn«-o t*M pro in mi nvm hsrgr. 

( 's} Oil prut tine ami ijur 7, <» l«i pmsaurr du ronliau purer cju il depend d unr 
ttUiutir driiomtirutdr tlo rMU^tantrs nitirrrH <4,, tt v .... 
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autres intervalles. Dans chaque I', il n’y a plus de points d’oscilla- 
tion plus grande que s, chacun de ces intervalles pent done etre 
divise en intervalles partiels F dans chacun desquels l’oscillation 
est au plus 2e. Les seuls intervalles, a oscillation plus grande 
que 2 e, sont done certains des intervalles I; leur longueur totale 
est au plus et cela suffit, d’apres le criterium de Riemann, pour 
affirmer que / est integrable. 

Dans l’enonce precedent, on peut remplacer l’ensemble G(e) 
des points ou l’oscillation est supdrieure a e par l’ensemble G 1 (e) 

des points ou i’oscillation n’est pas infdrieure a s, car gQ^ con- 
tient G| (e) qui contient lui-meme G(e). 

L’ensemble G< (e) jouit d’une propridtd qui va nous permettre 
une derniere transformation de la condition d’intdgrabilitd : G\ (e) 
est feruid. En effet, si A est un point limite de G< (e), tout inter- 
valle contenant A contient des points de G 4 (e) et / a une oscilla¬ 
tion au moins dgale a e dans cet intervalle. 

Pour le nouvel enoned de la condition d’intdgrabilitd, je vais 
faire appel a une notion qu’on retrouvera dans la suite : celle 
d’ensemble de mesure nulle. C’esl un ensemble dont les points 
peuvent dtre enfermds dans un nombre fini ou une infinite denorn - 
brable d’intervalles dont la longueur totale estaussi petite que Ton 
veut. 

Un point, un groupe intdgrable sont des exemples d’ensembles 
de mesure nulle. L’ensemble E formd par la reunion d’un nombre 
fini ou d’une infinite denombrable d’ensembles E„ de mesure nulle 
est evidemment aussi de mesure nulle ( 4 ); tout ensemble ddnom- 
brable de points est de mesure nulle. Ceci suffit pour montrer la 
difference cju’il y a entre un ensemble de mesure nulle et un 
groupe integrable : le premier peut dtre partout dense, le second 
est toujours non dense. 

Soit/(#) une fonction integrable, ses points de discontinuity 
sont cetix de l’ensemble obtenu par la reunion des groupes intd- 


( l ) Gar on pent enfermer E (l dans une infinite denombrable d’intervalles a n de 
longueur totale et TensembleE, somme des E„, peut etre enferm£ dans Tin- 
finite denombrable d’intervalles a, + «j + . .. de longueur totale ^ -jL_ = e. 
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grables G(i), **"»' forment done un ensemble 

de me sure nulle. 

Soil maintenant une fonction bornde f(x) dont les points de 
discon.lin.uitd forment un ensemble de mesure nulle. G, (s) fai- 
sanl partie de cet ensemble est de mesure nulle, et il est ferine; 
nous ddmontrerons plus tard que cela suffit pour affirmer que 
G \ (e) est un groupe intdgrable (*)./est intdgrable. 

Pour qii une fonction bornee f(x) soil integrable 9 il faul et 
il suj/it que /’ensemble de ses points de discontinuite soit de 
mesure nulle . 


Comme exemple de fonction discontinue integrable, Riemann 
cite la fonction 


( 3 a?) 

9 


Son inldgrabilitd rdsulte du fail que les seuls points de disconti- 

nuitd, dtant de la forme x — , forment un ensemble denom- 

2 n 

brable, done de mesure nulle; ou encore, du fait que, Foscillation 
dtant pour x = — 1 ? les points en lesquels l’oscillation est 

superieure a e sont en nombre fini. 

Pour avoir une fonction intdgrable ajant une infinite non denom- 
brable de points de discontinuite, reprenons Pcnsemble Z qui a etc 
defini prdeddemment (p. 26). La fonction f(x) admettant la 
pdriodc 1, qui entre 0 ct 1 est nulle pour tous les points, sauf pour 
les points de Z ou elle est dgale a 1, est intdgrable. Ses points de 
discontinuitd forment en clfet le groupe intdgrable Z; Z dtant 
parfait a la puissance du continu (-). 

Si l’on veut maintenant que, dans lout intervalle, il y ait un 
ensemble non denom brable do points de discontinuite, il suffira 
d’appliquer le principe cle condensation des singularitds. On pourra 


( 1 ) Voir p. rog. 

( 2 ) Les deux fonctions qui prdc£dent ne sont pas integrates par le proc£d£ de 
Cauchy-Dirichlel, puisque l’ensemble de leurs points de discontinuity n’est pas 
rdductible. 
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considerer, par e:\emple, la fonction 


fix) J \9. 
o(x) = H-- 



Ses seuls points de discontinuity sont, d’apres les proprieties des 
series uniformement convergentes, eeux des lone tic ns f(x), 

/^-j, • * •; done ils formenl un ensemble de me sure nulle el cp est 

integrable. 


III. — Proprieles de Vintegrate. 


Le raisonnement ([iii precede est general, il permet de demon- 
trer que : 

Une serie uniformement convergent de foactions inte- 
grables est une fonction integrable. 


En elFet les points de discontinuity de la fonction somme sont 
compris dans Fensemblc E forme des points de discontinuity des 
dilferents termes. Les points singulars (Tun terme forment un 
ensemble de me sure nulle, done E est de mesure nulle el la s6rie 
re presente une fonction integrable. 

En particulier la somme de deux fonctions in teg rabies est 
une fonction integrable. De memc le prod ait de deux fonc¬ 
tions inte grab les est une fonction integrable, car les points de 
discontinuity du produit sont points clc discontinuity pour Pun au 
moins des facleurs. 

De meme aussi, si f est integrable et que y so it bornee, y est 

integrable; si f est integrable, la. racine m u ' me arithmetique 
de /, si elle existe, est integrable; si f est positive et integrable 
et cp integrable, /? est integrable; etc. 

L’opyration /(cp), appliquee a des fonctions int<Sgrables, pent 
au contraire donner des fonctions non integrables. 

Prenons pour f une fonction partout dgale & i, sauf pour x — o, 
ou elle est nulle. f n’ayant qu’un point de discontinuity est inty- 


grable. cp sera nulle pour x irrationnel et 6gale a 


i 

9 


pour x rationnel 
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et egal a ^ (p et q premiers entre eux). <p est 1 ul(, & ra Id ( ‘ puisquc 
ses points de discontinuity, elant ceux cl’abseisse.s raliounelles, Tor¬ 
ment un ensemble dynombrable. 

La fonction /(rp) est ici la fonotion X ( ) < ^ ( ' ^ linclilel (p. 10), 

fonction non integrable paisque tons ses points soul des points d<‘ 
discontinuity. 

On peut preciser les deux premiers didoi'cmes qui \ iennenl d’etre 
obtenus. Soient / et cp deux fonctions inltsgraIdes; partageons 
I’intervalle ou elles sont donnees en parties 3 , , o a , .. o H dans les- 
quelles nous choisissons des valeurs x { , ^2? - • - ? a 


2 8 'r/( a *a-i- «p(*i)i = 2 s '/^o 


2 




or les trois sommes cjui figure 11 1 dans cetlc /igalile sont des valeurs 
approchees des intygrales de/-Hep, /, r f ; clone 4 Li ntegrale de/ + cp 
est la somme des intygrales de /et de cp ( 1 ). 

LHntegrale d’une somme est la somme des integrates. On 
suppose, bien entendu, cju’il s’agisse d’unc vdri table somme, o\»st- 
a-dire de la somme d’un nombre fini de tonnes of non pas (Tune 
serie. 

Pour arriver au cas des series uniform cm e n l ennvergentes, il 
nous sera commode de nous servir du theot'e me <fe ta woven no. 

Soit f(x) une fonction comprise entre L el Ij dans (//, b). I/in ni¬ 
gral e de / est, on le sail, la limite de la so mine S L'S//(./y), 
mais on a 

(b — a)l=: = ( h — a ) L. 

Done S, ct par suite sa limite, Tintegralc, esl comprise entre 
(b — a) l et (b — a) L; elle est done de la forme (h — n) u, ou a 
est compris entre l et L, e’est le thyoreme de la moyenne. 

Ce qui le distingue du thyoreme des aceroissemerits finis, de- 
montry pour les fonctions continues, c’csl qu 9 i I nous est impos¬ 
sible d’affirmer que p. est Tune des valeurs quo prend/dans//, b). 


( 1 ) 11 suffit de modifier I^geremenl la redaction pour <U ; .m on trer eu irnHnc letups 
Pint^grabiliU de /h- cp, laquellc est supposde ant^rieurement dtunontree dans If 
texte. 
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De ce theoreme il resulte que, si le module de f est inferieur 
a e, Pintegrale dejfest en module infdrieure a |b — a^s. 

' Ceci pose, soit une fo notion/* somme d’une serie uniform^ment 
convergente de fonctions integrables 

f = li\ —1— Mo -+- . . . U n i .... 

Soients,, la somme des n premiers termes, r n le reste correspon- 
dant, F, U ,* 7 S /z , R* les integrates de /, u n , s, n r fl . S n est la somme 
des n premiers termes de la serie 

U i H— U 2 ■+■. . . —f- U fi —t- .... 

d’apres le theoreme sur Pintegration d’une somme. Cememethdo- 
reme montre que 

F= S„h-R„. 


Or, des que n est plus grand que r n est en module inferieur 
a e, done est en module inferieur a | b — a\ e. Des que n est plus 
grand que n K , | F — S w | est inferieur a | b — a | e. La serie 2 U N est 
done convergente et de somme F. 

Une serie uniforme ment convergente de fonctions inte¬ 
grables est integrable ter me d ter me. 


Les theoremes prdc^dcnts ne sont ddmontres que dans le cas on 
Pintervalle (a, b) est un intervalle positif (b > a), puisque l’inte- 
grale n’a £te definie que dans ce cas. On complete la definition 
comme prec^denunent. 


L’integrale dans (a, b) se no taut to uj ours 



f(oc) dx\ la defi¬ 


nition compldmentaire s’exprime par Pegalil^ 



x) dx h - 



dx — o. 


II est evident que les theoremes prdc^demment ddmontres pour 
les intervalles positifs sont vrais aussi pour les intervalles ndgatifs. 
J’ajoute qu’on v^rifie immecliatement que 



x) dx -+■ 



dx —j~ / f(x)dx = o. . 
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1\ . I nteyra I(>s par dr fa at el par r.rrrs. 

Idcfiuit ion < 111 i vient dr nous oreuper a eie oblcnun en appli- 
<(uanl, a d e s lonrtions discontinues, le precede <I<* ealeul <1 <\s inl.e- 
t 4 r «des dr functions (‘onlinucs. (Nous savons qu’il exisle des fone- 
lioiih burners, Ins functions non inle^rables, pour lesquelles ee 
proeede nr eonduil pas a un nombre determine. Mais on pent 
cependant, a I aId<* dn re precede, altarher a rhaque function 
burner deux numbers parfailcmenl, definis. 

Nous a\ons \u (p. a5 ) que Ies sommes S . 2 3/1 j/ lendcnl 
vers mir Iimile parfailcmenl delerminee quand Ies 8/ lendcnl vers 
zero d une maniere quclconque, retie limile rst Fun des deux 
numbers dont il s'a^it; on Fappelle Vintent'ale par r.xces el on le 

, »^ • 

represente par le svmbole / f{x)dj\ qui s’dnonrr : i morale 

* a 

par csri'N <lc a a l> ilc /'(./■). 

Dr !;, mrme maniere, on pent demonlrrr Fexislrnre dbmc limile 
pour les snnmics S 1*8/ //. I )^a i 11 <mi rs, en el tidianl IN >s( k . illation 
moyenne ( p. ->•> ), nous a\ons mi que L'3/<«>/ lend \rrs un<! Iimile 
parfaitrmrnl determiner (U — a ) < t > rt roinmi 1 Ton a 

S S — ^0,(0,, 

IVxistcnee dr la limite de S esl demonlrrr {*). (Vest I 'integrate 
par drfaut qu’on non* I f\ x)dx. 

* a 

(ins deux numbers out etc definis pour la premiere fois, d’une 
far on precise, par M. Darboux. 

Pour completer leurs delimit ions, donnees seulemenl pour b l • a, 
on pose 



( 1 ) On poiirntit missi (huluirc 1 ’rxistou<‘e do ecU<* limile <ic k 1’ox is toner do Tin- 
t^gride par exot** pour f. 
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De ce theoreme il resulte que, si le module do f est inferieur 
a s, Fint^grale de/est en module inferieure a \b — a ] s. 

Ceci pose, soit une fonotion./somme d’une serie imiformement 
convergente de fonctioas integrables 

f = ll\ — 1 - ll -2 "+■ • • • U>n ■+" . • * * 

Soients , 2 la somme des n premiers termes, r n le reste correspon- 
dant, F, U, 2 , S /2 , R , 2 les integrates de/, u /l7 s, n /*„. S„ eslla somme 
des n premiers termes de la serie 

U i -+- U 2 ■+*. • • ■+* U n —b .... 

d’apres le theoreme sur l’integration d’une somme. Cememe theo¬ 
reme montre que 

b = S n -+- R n . 

Or, des que n est plus grand que n i7 r n est en module inferieur 
a e, done R /2 est en module inferieur a | b — a\z. Des que n est plus 
grand que , | F — S /2 1 est inferieur a | b — a | s. La serie SU , 2 est 
done convergente et de somme F. 

Une serie uniforme me at convergente de fo net ions inte¬ 
grables est integrable ter me d ter me, 

Les thdoremes precedents ne sont demontres que dans le cas ou 
l’intervalle (a, b) est un intervalle positif (b > a ) 7 puisque I’inte- 
grale n’a etc defmie que dans ce cas. On complete la definition 
comme pr 6 cedemmcnt. 

L’iniegrale dans (a : b) se no taut to uj ours 
nition compiementaire s’exprimc par l’egalite 

/ b n(l 

f(x)dx-+- l f{x)dx — o. 


j f(x) dx, la deli— 


11 est evident que les theoremes precedemment demontres pour 
les intervalles positifs sont vrais aussi pour les intervalles negatifs. 
J’ajoute qu’on verilie immediatement que 


f f{x)dx^r f f (&) dx h - C f(x)dx = * 
J a J !) J c 
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IV. - Integrates par defaut et par exces. 


La definition qui vienl de nous occuper a etc obtenue en appli— 
quant, a dcs fonctions discontinues, Je procede de calcul des inte¬ 
grals de fonctions continues. Nous savons qu’il existe des fonc- 
lions bounces, les fonctions non integrables, pour lesquelles ce 
procede ne conduit pas a un nombre determine. Mais on peut 
cependant, a Faide de ce procede, attacker a cbaque function 
bornee deux nombres parfaitement definis. 

Nous avons vu (p. 20) que les sommes S = S 8/L/ tendent 
vers une limile parfaitement determinee quand les 3 / tendent vers 
z&ro d’une maniere quelconque, cette limite est I’un des deux 
nombres clont il s’agit; on Fappelle Vintegrate par exces et on le 

represcntc par le symbole / f(x) dx , qui s’enonce : integrate 

d a 

par exces de a a b de f(x). 

De la memo maniere, on peut demontrer Fexistence d’une limite 
pour les sommes S = £8/^/. D’ailleurs, en etudiant Foscillation 
moycnne (p. 22), nous avons vu cjuc 2 8/to/tend vers une limite 
parfaitement dd ter mi nee (b — a) to et comme l’ona 

S-S = S o/c*)/, 

Fexistence de la limite de S est ddmontree (*). C’esL F integrate 

r b 

par defaut qu’on note / f(x)dx. 

•-a 

Ces deux nombres out <H<5 definis pour la premiere fois, d’une 
fag on precise, par M. Darboux. 

Pour completer leurs definitions, donnees seulement pour b > a, 
on pose 



(i) On pourrait aussi d&luire l’exislerice de cette limite de I’existence de Pin- 
tdgrale par exc6s pour —/. 

L. 


3 
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II faut remarcjuer que, dans un intervalle negatif, Pintegralc par 
exces est plus petite que l’intcgrale par defaut. 

On a toujours 


J p,b n(l s*b y\C /%<t 

' + + / = O’ / - / + / -o; 


mais, si Pintervalle d’inlegration dtant positif, on a 

j J <P> f (/+<?) ± J/-+- f <P> 

comme on le voit, par un raisonnemerit analogue a eelui de la 
page 3i, et non pas les memos relations oil les signes d’incgalile 
sont remplacds par des signes d’egalitd; les signes d’inegalile sont 
indispensables; par example, prenons f(x) — f(x) (p. i 5 ), et 
r f(x) = — ‘X.(' r )j nous aiirons, dans (o, i), 

ff=h /?= = 0, |/= ff+ <p=0, J°~ — 1 (*)• 

L’integrale a ete ddfinie comme la limitc du noinbre 
S = So if(xi) 

quand le maximum k des 8/ tend vers zero. Posons S A(X), nous 
ddfinissons ainsi une fonction a determinations multiples (p. s>.i). 
Les limites d’inddtermination de la limitc de <|>(X) pour \ . ■■ o sont 
les deux integrates par exces et par ddfaut. Geci fait prcvoir que 
ces deux integrates nous feront souvent coimaitre des limites infd- 
rieure et supdrieure (Pun nombre quand on saura que ee nombre 

est donnd par une integrate j f dx toutes les fois que f est into- 
grable. 

Pour inieux etudier l’inde termination de la limite de S, il fau- 
drait determiner Pensemble A de toutes les valours limites de S ( 2 ). 


(*) Si l’on rernplace yfoc) P yr une fonction non int^grable quelconquc, les 
signes d’indgaliL6 sont indispensables. 

( a ) Dans certains cas, on a determine non settlement Pensemble des limites 
tl’une fonction mads encore la frequence de chacune de ecs limites. Cola 

a dt<$ fait notamment pour la summation de cei‘iaines series divergentes. ( Voir 
Bor el, Legons sur les series divergentes, p. 5 .). 
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Pour l<‘ <';is dr Pin l repair, on a rrllr j>ropri<‘tquo jo m<» routcii- 
I<*rai dYnonrrr : 'Foul nombro rompris rnlro los inlr^ralrs par 
rxrrs v\ par drfatil <\sl I'unr drs limilrs drs soinincs S, (piand A 
trad vrrs zt ; ro ( 1 ). 


(*) A litre d'e\errire eonrernaut les intt^ralcs par e\ees rt. par ddl’aut, on 
pourra demontrer quo, /‘l ,/•) riant urn* rotirlion burner d'o-sr'illation moycnne to 
dans (<-/, It) et flout les limit«*s infdrienrr, suprrionrr el Pose-illation on ./:s<nit L(.r), 
l\x) et <o (a' ), on a 

( h a ) u> I/{ x ) dd' I /( x ) (id: ' j L (x) <Lv ~ f l(x) dx j to (x) dx, 

Les m^mes relations sonl \ rairs si, dans la definition de h(j;), l ( to (x) } 
on e\elnt In vuleur ,r de la variable, ou si, par e.es notations, on designe leslimiles 
superiettre, in ft* rim re c*t Posrillation ft droiteou 6 gauche, x dtant exclu on non. 
( To//* la note *, p. i<)). 






















CHAPITRE III. 


DEFINITION GEOMETRIQUE DE h ’ I NT E G ft A L E . 


1 . La me sure des ensembles, 

Dans le premier Chapitre, la definition de I’intcgrale a did 
ratlachee a celle de cerlaines aires; nous allons rechercher si, par 
une voie geometrique analogue, on pent arriver a la definition 
generate de Riemann. Nous verrons que cela est possible, de sorte 
que l’integrale de Riemann a p par ait comme la generalisation natu- 
relie de l’integrale de Cauchy, que l’on se place au point de vue 
analytique ou geometrique ( 4 ). 

Je vais d’abord attaclier aux ensembles des nombres qui scronl 
les analogues des longueurs, aires, volumes attaches aux segments, 


( x ) Dans ce qui suit, je suppose definie la longueur (euclidienne) d’un segment 
et Paire (eucliclienne) d’un polygone. 

Pour eviter toute difficult^, il est commode de considdrer un point comme un 
ensemble de trois nombres x, y, jz; un deplacement comme un changement de 
coordonn^es dont les coefficients sont assujeltis aux conditions connues. Alors, 
par definition, la distance des deux points (a, 6, c), (a, p, y) est 

H- \/{a — a) 2 + {b — p) 2 -4- (c — y)L 


La fonction ainsi definie est, 4 un multiplicatcur constant pres, la seule function 
de deux points qui reste invariable dans les deplaccments et telle que l’on ait 

/(P>Q)+/(Q,R) = /(P, R.S 


lorsque Q est sur le segment PR. C’est de 14 que vient fimportance du nombre 
longueur. 

L’aire d’un polygone est definie par les theor4mes de Geometric elementaire; 
1’importance de ce nombre se justifie comme celle de la longueur. (Voir la Geo- 
met rie elementaire de M. Iiadamard, note D, ou encore la Geometrie de 
MM. Gerard et Niewenglowski.) 








DEFINITION (iKOMETIUOUK DE l/lNTEGUAEE. Wj 

aux dotnaiues plans mi aux clomaiues do I’espaee, (Vest a ML Cantor 
<|u<‘ I on <loil la premiere dolinilion <le cos nomhres; je vais adopter 
la melhode d <*xposilion do M. Jordan (pii a simplilie <*t complete 
la defiui I ion dounee par M. Canlor (<). 

Soil h mi ensemble Ihiimk' 1 (-) de nomhres on, si I’on venl, de 
points snr uno droilo. Soil {a, b) Tun d<\s inlervalles conlenanl IX 
Divisons [a, h) mi u n noinbre Jini d’inlorv alios partiels. Soil X lo 
maximum <Io la longueur de ees inler\alios. Jo desi^ne par A la 
sommo dos longueurs dos inlervalles partiels qui eonliennenl (lets 
points do h et par' B la sonmu 1 d<‘S longueurs do onix clout tons les 
points fonl partie dc* K ( : *). M. Joi'dan demontre quo A ol B lendeul 
\ors deux limites parlai lenient determiners quand X lend vors zero. 
Boui' nous [’existence de res limilos esl evidetile, ear A el B sont 
des valeurs appendices des inte^ralrs par ex r es el. par* dcfattl de la 
fonc'tion *1 r^ale a i pour les points de K, nolle pour les autros 
points ( 1 ), 


(*) Dans lc ran cTun ensemble dr points dans lYspacr, la definition quVmploic 
M, (Iantor { ,lettt Mat hvnattint, t. IV) prut On* rnonrrr ainsi : Dr chaquc 

paint M d'un rusrmblr I*. cumiiH* crutru trayons uno sphere* dr rayon p; lYnsemblr 

drs points iutrrirurs ft res spheres forme tin on plusirurs domainrs (loot on a 
lr voltimr (an sens ordinairt* du mot) par unr in tegrale triple. Soil f(p) re 
volume; la hmitr dr /( p), quand p tend vers zero, est lr volume dr, K. 

Cette drlimt ton rst fquivaleutr a rrllr dt‘ lYtendue rxtfneurr donmh* par 
M. Jordan (t. t*" dr la e thin ion dr son Cout'tt d ' Atiftlyst *). 

M. Minkowski sYst srrvl du nombrr / ( p ) . Dans \c eas oti 10 rst forme dr 

points d’uue rourbr, M. Minkowski eousitlrrr lr rapport ^ ^; s’il a unr limitr, 

7Ep 4 

rYst re qur M, Minkowski apprltr la Itmgue.ur dt* la c our be, t/airo d’unr surface 
sr drlimt par lr rapport * 

(In voit ijia* lr nombrr f{p) prut rendre drs services clans la theorie drs 
ensembles, Ce qui pnVedr semblr montrrr qu’il prut (Hrc rmployd dr dillrrrntrs 
manic* its snivaut lr nombrr dr. dimensions dr 10; d’aillcurs, M. Cantor mdiquail 
dans son Mtbnoire cjur la notion dr volume lui servait dans la dc'dinition du 
nombrr drs dimrnsioriH d’un ensemble coulinu. Dans brauroup dr questions, il 
srmblr qnhmr trllr definition serait fort utile*, malheureusemeut M. Cantor n’a 
pas public* srs rrrhrrrheH sur <:r sujc*t. 

t 4 ) C’est a-dti'c* dout terns Irs uombrrs soul rompris rntrr deux limitrs linies. 

i ‘) On prut douurr drux st*ns au\ drux expressions « tin intrrvallr remtirnt, 
dc*s points *» rt « tons Irs points d’un intrrvalb^ » romrnr au mot « rnfr.rmr » 

( voir note i, p. .di). II rst indifferent <racloptrr I’un on Tattlrr. 

{*) M. dr la Yu I Ire* Poussin clcbinit Irs ebrndurs rxlrrirurr et intcudeure a Taide 
dr 
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La limite de A s’appelle Vetendue exterieure de E, <?<»(E); celle 
de B est Vetendue interieure, (E). 

Qaand ces deux elendues serout egales, nous dirons que ]’en¬ 
semble est mesurable J, e’est-a-dire par le precede de M. Jordan, 
et d’etendue ( 1 ) 

c ( E ) a ( E ) = e d t E ); 

clans ee eas, la fonclion allaclidc a E est integrable au sens de 
Riemann el son integralc dans (a, b) est e(E). 

Interpry tons la condition d’inlcgrabilite de Les points de 
discontinuity de soul les points de E qui sont Jimites de points 
ne faisant pas partie de E, et les points limiles de E qui ne font 
pas partie de E. Ces points sont appeles, par M. Jordan, les /saints 
frontidres de E; leur ensemble est la fronliere de E. Done, pour 
qu’im ensemble soil mesurable J, il faut et il suffilqiie sa frontiere 
forme un groupe integrable. 

Cette condition pent se transformer si Ton remarque que, par 
definition, pour un groupe inldgrable, A tend vers zero. De sorte 
qu’un groupe intdgrablc est un ensemble d’dtendue extyrieurc 
nulle on, si l’on veul, un ensemble mesurable J et d’dlendue nulle. 

La m^thode pr^cedente ne pourraitetre appliqude aux ensembles 
formds des points d’un espace a plusieurs dimensions que si nous 
avions eludiy au pr6alable les integrales multiples par ddfaut et par 
execs. Lne telle elude ne presente pas de difficulties, mais il est 
plus simple d’employer la metbode de M. Jordan qui est, en 
somine, la demonstration de Inexistence de ces integralcs dans le 
eas particulier de la fonclion A. 

Considdrons dans 1 c plan un ensemble de points E borne, c’csl- 
a-clire tel que 1 ’ensemble des eoordonndes des points de E soil 
bornA Un tel ensemble est tout enlier contenu dans un carry cou- 
venablement choisi, d’aire R. Divisons le plan en polits carrds dont 
le maximum de la diagonalc est A. Soit A la somme des aires de 
ceux des carres qui eontiennent des points de E cl B la somme des 
aires de ceux dont lous les points apparliennent a E. A et B sont 
plus petites que R. 11 faut monlrer qu’elles tendent vers des limites 


(*) C’est ix dessein que le mot etendue est employ^ ici; le mot mesure, que I’on 
emploie souvent comme synouyme d’eicndue, sera ddfini plus loia. 
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II i <|U 5 uhI A loud \ei\szero; pour cela, considerons d’abord 
4l i ( 1 ( * di% isions l) t , D a , .... mixquellcs correspondent les 

r«^ ^ .tull(\s que les \ correspondants 

2*1 'ers zero; r t soil tine suite do. divisions Ay auxquelles cor- 
uilml les immhrcs a/ et fiy, <9 lidles que les nombres Xy cor- 
n < Jjints lendenl \ er* zero. 

III tiirons A/ el ay. Les earres de Ay sonl de deux especes : les 
; it qui eontiennent a l<‘tir intdricur des points des cotes des 
- 4It* IL It's antres sonl les earres d f . Les points des earres d 

tt I tin ensemble qui est eonlenu dans F ensemble des points 
1 1 tit* moms d<* Ay d<* Fun an tnoins des points des cotes des 
i <le Do 

( | jins I)/ il n'y avail qtFun stud <*arrd de peri metre 4 c? cet 
ilile sera it deeomposable en doniaincs dont la somme des 
it u sens clementaire tin mol, sorail 8 c AyH- (tc — 4 )^y pour 
y; plus gcneralement, si dans I ) 4 la- somme des p^rimetres 
n«*t*es t‘hl /, Fensemble eurrespondant sera divisible en do- 
dont la soinnu* dt*s nires est au plus a/Ay. Cc nombre est 
|<* maximum tie la contribution dans ay des earres d. 
stilt mi\ earres d\ ils donntml evideminent une contribution 
rgale a \ t . Dime, on a 

7 j A i • 7 / X y, 

si soffit ( * ) pour demonlrer quo. ay el A/ tendent vers une 

* 1 indie Am, 

siombro dont Fexistenee vionl. d’etre demontree, est 
«tu<> oxtorieuro <!<• K, »vUU; mtiis il s’agil id d’unc elendue 
lii-icllf. Cette distinction est imporlanle a nolcr, car lout, 
do points on ligne droito a une elendue superlicielle 
,> urr uullo ot pout n\oil - uno elendue lineaire exlerieuie 
i % t tque. 

ildmontrerait <le indue quo H/ cL fiy lendeni vers une mdne 

* \«i. On pent aussi renumpier si « d division Ay et a 

■ii.ldo dos points < 1 .. earn' - d’uire H, qui n’appartiennent pas 
»n assoeie deux noml.res a, et fJ), analogues a ay et py, on a 


U It* I'ai^oam'infiit <tr la page a 3. 
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et I’existenee, qui vient d’etre prouvee, de la limite de <x!j montre 
[’existence de la limite de ( 3 y. Cette limite est l’elendue superfi- 
eielle interieure de E, e/(E). 

Comme pour les ensembles lineaires, on dira qu’un ensemble 
est mesurable J et d’etendue e(E) — ^(E), si les deux etendues 
exterieure et interieure sont egales. 

Si nous remarquons que les carres qui servent dans A sans 
servir dans B sont eeux que l’on devrait considerer pour avoir 
l’etendue exterieure de la frontiere de E, on voit que la frontiere 
de E a pour etendue exterieure e r (E) — E); de la se deduit la 

condition mdcessaire et suflisante pour qu’un ensemble soit mesu¬ 
rable J. 

J’ai deja employe le mot domaine, il est utile ici de prdciser ce 
qu’il faut entendre par la. 

Une courbe est l’ensemble des formules 

ou y(tj, s(/) sont des fonetions continues definies dans un 

intcrvalle fini (* 0} Les points de la courbe sont ceux que l’on 
obtient en donnant a t une valeur ddterminee quelconque; les 
points qui ne correspondent qu’a une valeur de t sont dits simples, 
les autres multiples. Si les deux points eorrespondant a t {) et t K 
sont identiques, la courbe est dite fertnee; si le point t 0 , t } ne 
correspond a aucune autre valeur de ce point n’cst pas considered 
comme midtipie. 

Si l’on remplace t par une fonetion Lou jours croissante ou tou- 
jours ddcroissante de 8, on obtient une nouvelle courbe qu’on ne 
considere pas comme dilbdrente de la premiere; mais deux courbes, 
auxquelles correspondent le .meme ensemble de points, peuvent 
£tre diffdrentes; e’est le cas des deux courbes, ddfinies dans 

/ TU TC \ . . 2 t . 1C 2 

) 7 ^ =:::Sin ^ - = o; y = o, 


Dans le cas d’une courbe fermde, on peutfame la transformation 
6 = ~ et considerer les fonetions de 8 obtenues comme p&rio- 

diques et de periode i. Alors, pour ddfinir la courbe, il suffira de 
se les donner dans un intervalle quelconque d’dtendue i et non 
plus mdeessairement dans (o, i); enfin l’on pourra, dans cet inter- 
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voile*, rrmplarrr 0 par line lonrtion loujours rroissaulr on loujours 
drrroissanlr drT. I outrs Irs courhrs ainst oblrnurs soul, retarders 
niiiinic idrutiqurs, 

\1. Jordan a drmontrr n^ourrusrnirnl, dans la druxirinr rdilion 
do son ( ours d A nu!\ s<\ <|u mu* rourbr frrmrr sans point mul- 
liplr srparr to plan imi drux potions 1 ); nous admrltrons cr 
rrsultat. 

Ia k s points dr la rr^ion intrrirurr ronshturnlrr <pir I’oti apprllr 
h‘ dottutuie hmttc pur la courbr. Hrlalivrmrnl au\ points dr 
rrttr rourbr, on prul lairr drux ronvrntions, Irs ronsidrrnr coinmc 
points du domainr on non, rrla a pru d’imporlanrr. 

la* f rout irrr d un domainr rst roustittirr par la rourbr frrmrr 
<pu sort a Ir drlinir. 

Iairsqur Irs drux rlrndurs exlrrirurr rl intrrirurr d’un <lomainr 
son! r^alrs, Ir domainr rst dit (juurrahfr rl son rlrndur suprrli- 
rirllr rst apprlrr son ttin* ( 2 ). 

I^otir <pi tin domainr soil </uurrut>l(>, il Taut qur sa rourbr Iron- 
brrr soil dVtrndur rxtrrirurr nu 11<*; urn* trllr rourbr <*sl dil< k tme 
rourbr t/uttrrahlr. I in rarrr rst rvidrmmrnt quarrablr. 

I >r la drfinition drs domainrs (piarrablrs, il rfsullr (pi<‘ rim n’aii- 
rait rtr rhan^r si Ton avait sttpposr (pit* la di\ ision A/ (p. dp) (Hail 
nnr division rn domainrs quarrablrs dr diamrlrrs inf rrirurs a \j. 

\ oiri maintrnant drs rxrmplrs drs di\rrsrs cirronslanrrs tpdon 
\ irnt d Vn\ isa^rr. 

L<‘s jj>rnuprs iulr^rablrs nous fournissrnl un prnnirr rxrmplr 
dVnsrmblrs mrsurald(‘s J linrairrmrnl. ICn partirulirr, I Yn~ 
scunbl(‘ Z ( p, 9,(>) rst dVtrndur rxtrrirurr ntdl<‘. II <‘n srra dr 
nubnr, a fortiori, dr tout rnsrnddr formr a Taidr drs points dr Z; 
tons rrs rnsrnddrs sont done* mrsurablrs J rt dVtrndur nullr. 
boimiK 1 Z ii la puissanrr du rontinu, il rst possibb* d Ylablir line 
rorrrspondanrr hi-univoqur rntrr Irs points dt‘ Z <‘t (tux d’un 
intrrvallr, dr sortr quVt tout rnsrmblr dr points dr ert intrrvallr 
rorrrspond uu rnsrmblr dr points dr Z; dour rmsrmblr < 1 < s s 
rnsrmblrs mrstirablrs J a unr puissanrr an inoins r^alr a rrllr dr 


( 1 ) Voir ntiHsi Ir Truitt* tl' inu/yse <le M„ ta Valice -Poussin. 

(j IPttitlt’tms <pa*tcjucH auteurs emploient toujours, ft la place dcs mots e (endue 
tineuire ct rlrndur superji virile, ten mots longueur <*t (lire. 
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Pensemble des ensembles de points et, comine il ne peut evidem- 
ment avoir une puissance superieure, il a exactement cette puis¬ 
sance (*). 

Un autre exemple d’ensemble mesurable J lineairement nous 
est fourni par un nombre fini d’intervalles. Si d’un tel ensemble 
on retire un groupe integrable, il reste un ensemble mesurable J, 
l’etendue n’a pas varie. 

On verra facilement que Pensemble mesurable J le plus general 
ne differe d’un ensemble mesurable J, forme par une infinite 
denombrable d’intervalles, que par l’addition d’un certain groupe 
integrable G<, et par la soustraction d’un autre groupe int<5- 
grable Go ( 2 ). 

Il est aussi facile de citer des ensembles mesurables J superfi- 
ciellement. Tout ensemble se projetant sur l’axe des x suivant 
Pensemble Z, de maniere qu’a chaque point de Z ne corresponde 
qu’un point de Z,, est un ensemble mesurable J de mesure super- 
ficielle nulle. Les ensembles de mesure superficielle exterieure 
nulle jouent, dans la theorie des integrates doubles, au sens de 
Riemann, le nteme rdle que les groupes integrables sur une droite; 
on peut les appeler les groupes integrables du plan. 

Un carre est un ensemble mesurable J superficiellement. A 
partir de carres et de groupes integrables dans le plan, on construct 
tout ensemble mesurable J du plan comme on Pa fait dans le cas 
de la droite. 

Les groupes integrables du plan peuvent etre assez diffdrents des 
groupes integrables de la droite. Z i est, comme Z, un ensemble 
discret; e’est-a-dire qu’on lie peut passer par un chemin continu 
d’un point a un autre de cet ensemble qu’en passant par des points 
qui ne sont pas de Pensemble. Mais un groupe integrable dans le 
plan peut etre un ensemble continu, c’esl-a-dire un ensemble tel 


( 1 ) II est fait usage ici d’un thioreme tres important sur la comparaison des 
puissances dont on trouvera dans la Note I des Lego ns sur la theorie des fo no¬ 
tions de M. Borel une demonstration due & M. Bernstein. Ge thioreme est sou- 
vent utile; on peut lMnoncer ainsi : 

Si un ensemble E contient un ensemble E, et est contenu dans un ensemble E 2 , 
Ej et E 2 ayant memo puissance, E, E n E 2 ont meme puissance. 

( 2 ) Si par points d’un intervalle on entend les points interieuvs & cet interval le, 
la consideration de G 2 est m&me inutile. 
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quo <Iou\ (juuluonquos du sos poinls puissonl olro joinls par unc 
uourbo no passant quo par dos points do Bonsomblo; nous savons 
cm ollul (pi mi summon l, un poI)q>onu, 11110 oiroonfcronu.o, 11110 
ollipst' soul d otunduo suporiioiullo oxtbnouro 1111 1 ]<^. 

Ia k s uourbus <pti soul d<*s ^roupos intb^rablos sont uollus quo 
nous a\ons appoluos <juarrablus. 

I our amir un onsomblo non mosurablu J, ii siillil do prendre 1111 
ensemble parloul d<mso <j 11 i no oonlionno aueun inlervalle, s’il 
s a^il (I un onsomblo sur In deoite; qui no eon lien no aueun domaine, 
s il s a^il (Bun ensemble dans lo plan; pour un lol onsomblo, 011 
ollol, I elendue inlerieuru osl nulle, Belenduo exlerieure no Best 
pas. L onsomblo dos poinls donl les eoordonnees (on la eoor- 
doiun‘(‘) soul ralionnollos nVsl dono j>as mosurablo J. 

Ib du Bois-Ro> mond a romarquo qu’un ensemble pout (Un? par¬ 
loul non tlonso sans biro mosurablu J. Brenons uno suile do frae- 
lions a, , a.j, . . lelles <|u<' lo produil iniini B a, >ou>: ... soil 
oon\ orient (‘l dillon'iil du zero; on prendra, par oxomple, 

’ - * j //!t * DRisons Bintervalle (<7, h) 011 l.rois parlies, ( v o!lo du 

miliou olanl do longueur (b * ~ <7 ) (1 a,), les deux extremes elan l 

e&alus. Barm ns I os [minis inlorieurs a Binlervalle du milieu ol 
opiTims sur lesdoux inlenalb'S reslanls eomme sur (<7, b), % x olanl 
remplaeu par a Ul ('l ninsi do suilo. Soil B Bensomble dos poinls 
roshiut aprus loulus uos operations. Si bon so S(‘rl dos divisions suo- 
eesshes ({n! nnl donnu B pour ealeuler Belendue exlbrieure do R, 
ou voil «111 < k eelto elendue osl B(/> <7), done, quYIlu ost difloronlu 

do zero. ()r Belendue inlmeure <sl null< k , puist|no R osl non dense, 
B nVsl pas mesurabte ,1 ( * ). 

II no oouslruolion loul a fait analogue p< k ul olro failo dans lo oas 

du [dan; on pourra, par uxemple, divis( k r un reelangle, par (buix 
series do trois paralleles a s< k s edtes, un nouf melanges el barror 
los points inlorieurs a ( k < k lui du miliou, qiBon oboisira d<i munibro 
<pn k son airc k soil ( 1 -a, ) fois oullu du reelan$»'lo primitil. Buis on 

operuni sur ehaeun dos Imil reel angles r( k slanls on romplaoant, a* 
par a a . 

(1 ) Si I’on avail on aura it IVascinble Z (j u i esi mcsurable J, panic que 

V i'xi mil. 
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Parmi les ensembles non mesurables J clans le plan se trouvent 
cles courbes non cjuarrables, c’est-a-clire donL Petendue exlerieure 
n’est pas nulle; mais loute courbe non quarrable n’est pas n^ces- 
sairement non mesurable J. 

M. Peano a construit le premier une courbe qui passe par tous 
les points d’un carre; M. Hilbert a ensuite indique une m^thode 
geom^trique simple permettant de construire clc telles courbes; 
toutes ces courbes sont non quarrables ( { ). 

Pour avoir une courbe passant par tous les points du carre 
o<,rSi, o^y^i, clefinie en fonction d’un paramelre t variant 
de o a i, je pose 


x — - 
2 


a i <%$ 


a 5 


^ 2/z—1 \ 

'l n ' / 



ou les di sont egaux a o on 2. Alors t fait par lie clc Pensemble Z 
de la page 26. 

Soit une valeur cle t non oontenue dans Z, alors elIc fait partie 
de Pun des intervalles qui ont el6 enleves dans la construction de Z; 
soit (£ 0 , cet intervalle. Aux points t 0 et t K de Z correspondent 
les valeurs ,£ 0 , jr 0 ; %\ , y t ; alors ofi pose, pour Lout Pintervalle 
(* 0 > t *) : 


C\ — OQ ~~ C 0 


Dans (* 0 , /<) la courbe se rdduit clone a un segment. 

Notre courbe est completement clefinie, mais, pour parlor de 
courbe, il faut demontrer cjue x et y sont des functions continues 
cle t dans (o, 1). II suffil dviclemment pour ccla cle le demontrer 
seulement pour les fonctions x ety cle t ddfinies sur Z. Et ccla 
resultc clu fait que, si t (appartenant a Z) est assez voisin de 0 


(') Peano, Sur une courbe qui remplit toute une aire (Math. Ann., 
Bd XXXVI). — Hilbert, Ueber diestetige Abbildung einer Linie auf ein Fld- 
chensttick (Math. Ann., Bd. XXXVIII). La courbe de M. Hilbert est dcHinic h la 
page 23 du Volume I de la deuxi&mc edition du Traite d 3 Analyse de M. Picard. 



definition (;fomi';tiu<,>ui.; of i/intkukaln. 

(appurtenant aussi a Z), les 'j. n premiers rhiHres a i} <r 2 , _ a . %n 

<l<> /, ooriis (Ians lc syslomo <lo l>nso soul, Ins mnmos <|tio pour 0, 
cVsl-a -diir <|ii(‘ los n promiors ohiH'ros do ./•(/) <■! ,/-(Q)d’uno purl, 
do 1'(/) ol do )‘(0) d anlon pari, soul los monies ipiand on drril 
<*<‘S eoordonners dans le sysleme de base *>,. 

Noire oonrlto romplil liion loul lo oarro, <dlo passe memo pln- 
sl<>nrs I'ois par oorlains poinls. On ddmonlro I'aoilomonl (pi’il n’on 
pent pas <dre aut rement ( 1 ). 

(d* <pii \ient <1 etrr iail dans lc ras d’une cl dr deux dimensions 
prut c\ idemment etrr reprte dans lc (‘as d’un nomhra (pirleompie 
dc dimensions. 

Imi pnrhculirr, dans Ir <‘as dc imis dimensions, on definira Ir 
\(dumc d mi domainr. (i(da e \ i^erait, an preala blr, la definition 
prccis<‘ d’unr surface fermre el, pom* la definition dcs domaines, 
dcs etudes analogues a relies de M. Jordan sur les eourbes fermees. 


II- * Definition de V integrate. 

Soil une louction J (./’) continue posihye, definic dans un inter- 
\allr positif (a, h ), el b* domain<‘ <//>BA <pic nous lui avons 
attacdn* ( Jtg. i, p. ‘O. Cherrhons si re domainc est quarrable. 

Pour eela, di\isons { a 1 h) en in ten idles parti els <5,, o a . ? Jp . Lc 

plus &rand rectangle, dr base 0/<‘l dont tons b*s poinls font, parlie 
du domainr ah HA, a pour hauteur la limite inferieure // de f 
dans 3,. la* plus pr*til rectangle, de bns<? 5/ et. <pii eontirnl tons les 
points du domainr <pii s<* projet tent sur 3/, a pour hauteur la limite 
Miperirure 1 1( de f dans 3,. 

I h* C(*ei resulte (pn* h*s deux sommes 

S S 3 ,/,, S 3 8, I-,, 


(‘ ) Uu IriMiMT.i* tut (.hapitrt* VII, § V, uu example tie lYrnploi qu’on ptuit fairr 
iliiih cert am** nuHoiUH'mt'ats de la rourlx* de IVano et ties eourbes analogues. 

L«i eourbe <le IVauo vsl menu ruble J et a’et endue non mdle, die no pent servir 
a hmiter un domainc. II e\iMe dcs enurhes suns point multiple el non quarrables; 
vvh tmurhcH lie Hoot pas mcsuraldcs J, dies peuveut servir A limiter dcs domaines 
non ijuarraldcH. Voir W. K. Osuoon, A Jordan curve of positive area ( 7'rans. 
of the A m er. Mat. Sue,, mjo'1) ou It. Lkukhuuf, Sur te probleme ties a ires 
( Halt, de la Soe. math, de Fra/tee, njo.'l), 
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tendent, quand le maximum des S tend vers zero, vers des limites 
determinees qui sont les etendues intdrieure et exterieure du 
domaine. Or S — S tend vers zero, carles fonctions continues sont 
a oscillation mojenne nulle, le domaine ab BA est done quarrable. 

Si nous employons la methode du debut, si nous appelons 
integrate dejinie de f dans ( a , b) l’aire de a6BA, nous retrou- 
vons l’integrale de Cauchy. 11 n’y a, entre cette definition et celle 
de Cauchy, que des differences de forme. 

Dans le cas ou f(x) n’est pas toujours positive, la courbe AB 
rencontre 1’axe des x un nombre fini on infini de fois et l’on a 
deux especes de domaines, les uns au-dessus de ox : les autres 
au-dessous. Chacun de ces domaines est quarrable d’apres ce qui 
precede. 

La somme des aires de ceux qui sont an-dessus de ox , dimi- 
nude de la somme des aires de ceux qui sont au-dessous, est, par 
definition, l’intdgrale de f(x) ( 1 ). 

Considdrons maintenant une fonction f(x) quelconque, ddfinie 
dans 1 ’intervalle positif (a, b). Soit E(/) Tensemble des points 
dont les deux coordonnees sont liees par la seule condition que 
y ne soit pas extdrieur a l’intervalle positif ou ndgatif [o, f(x)]. 
En d’autres termes, on a 

-2 

yf(x)lo et o^y^~f{x). 

L’axe des x partage cet ensemble en deux autres : les points 
situes au-dessus de ox forment Ej [/(#)], ceux qui sont au- 
dessous forment E 2 [/(^)]. Quant aux points situds sur ox , on 
les mettra indiffdremment dans E { ou E 2 , cela importe peu dans la 
suite, car ils forment un groupe intdgrable du plan. 

Par analogie avec la definition prdeddente, il est naturel d’ap- 
peler integrate de f la difference 

lorsque Ej et £ 2 sont mesurables J. 

Lorsqu’un ensemble n’est pas mcsurable J, son etendue peut 


( x ) Les deux sonimes qui figurent dans cette definition existent bien, puisque 
1'enscmble de tous les domaines peut 6tre enfermd dans une circonf6rence de 
rayon fini 
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(‘In' oonsidoroo (ummx' un noinbro iuddlormind donl los doux 
limbos dbndotormination sont less olonduos inlbriouro ot. oxldrieuro 
do IVnsomblo; oola oonduil, pour I, mix doux limilos d’indolor- 
minat ion 

l o,-|Ki</)| r v \K,(/)l l wv[Hi(/)l- -rdK-i(/)|- 

Nous allons oaloulor oos deux limilos d'indolorminalion. (it pour 
oola supposons d'abord quo / n ost jamais nogalivo, oYsl-a-dire 
quo K a no oontionl aucuu point. Lo oaloul dos olonduos inldricuro 
ot oxloriotiro do K (mi K, ) so fail oommo dans lo oas ou / osl 
onnlinuo, o’ost-a-diro quo oos otonduos soul los liunless dos deux 
nomhros S ot S. Los olonduos sont don( k los intogralos par dEfaul 
ot par oxoos do /'. 

Pour otudior lo oas gdnoral posons / ■ - J\ — / a , ou f \ osl egale 


a /quand/ost positixo ou uullo, 
ti\o. On a alors, ovidommonl, 

ot ost nullo (piand f osl 

'•/! I'm ( /'I - _ 

/'A dr. 

<v| li,(./')l f Jxdv, 

r,{ K,(/l| 

j A dr, 

<V|H»(/)|- j fide, 

<I<)IK' 



I / ’/. dr , j 

Jt tf t'i 

I - j /, <h- -1 - j — A d.r. 


l| ost, < k n gdndral, impossiblo d< k romplaoor d( k s sommos d intE™ 
gralos par oxoos ou par dofaut par los inlogralos par oxoos ou par 
dofaut do la soniino (p. .‘M), paroo cpio lo maximum d’uno sommo 
ost, on gonoral, plus polit quo la sommo dos maxima dos tonnes 
do la sommo, tandis (|uo lo minimum ost, gonoralomonl, |)lus 
grand quo la sommo dos minima. Main io.i, dans lout inlorvallo, lo 
maximum (ou lo minimum) do/ ,/j ■* -• J% <-sl bion la sommo dos 
maxima (ou dos minima) do J\ ot do — ./a* P oul ( J° n( ‘ <s0r * rc 

I I J <l.r. I r, I f<hr. 

iVotis relroneons ainsi les in rales de M. Harbour, el nous 
aeons fear signification ^eomelri//ae. 
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CHAP1TRE III. 


Remarquons qae E( /) est mesurable J quand E* el E 2 le 
sont et que, inversement, si E(/) est mesurable J, E 4 el E 2 le 
sont aussi. Ainsi, notre definition geometrique de l’inlegralc 
s’applique lorsque E est mesurable J, mais, dans ce cas, et dans ce 
cas seulement, 1 et I sont egaux, c’est-a-dirc qae les integrates 



et 



sont egales, done : 


Pour qa’iine fonction bornee f soit Integrab(e an sens de 
Riemann, il faut et it sujfit que E( t /’) soit mesurable J super¬ 
ficial! e men t; dans ce cas , l } on a 

I = ffdcr. 


La definition geometrique de l’integrale est entierement equiva- 
lente a la definition analytique donnee par Riemann. 


CHAPITRE JY. 


LKS FUNCTIONS A VARIATION UOKNKIi. 


I. — Les fond ions a variation bornee. 

La notion dc mcsurc lineairc esl unc generalisation de la notion 
de longueur d’un segment, une autre generalisation conduit a la 
definition de la longueur d’un are dc courbe. En eludianl les 
questions relatives a la rectification des courbes, nous aurons 
Toccasion d’appliquer quclques-uns des resultals que nous a\ons 
obtenus sur l’inlegrale; nous verrons, en memo temps, I’impor- 
tance d’une classe dc functions delinies par M. Jordan : les func¬ 
tions a variation bornee. 

Soit une function /’(./•) bornee ( f ) definie dans un inLcrvalle 
positif fini [a, b). Partageons (a, b) a J’aide des points 


la soinmo 


a o = a ^ = a 2 ~ . 


v = | / ( (l 1 ) — fi a o ) | I./ C a 'l ) — ./ ( i ) ! I ./ ( a n ) — f ( <*n -1 ) i 

est ce que I’on appelle la \arialion de /*(./•) pour le syslemc de 
points a {), a n . Si, quel que soit le sysleme des points de 

division, v est bornee, la fonction esl dite a variation totale Jinic 
eu, simplement, a variation bornee; la variation lotale etanl, par 
deiinilion, la plus grande limitc de c quand le maximum X de la 
longueur des intervallcs parties employes Lend vers zero. 11 est a 
remarquer que si, entre les points de division choisis, on inler- 
eale de nouveaux points, on augmente r ou, du moins, on ne le 


( 1 ) U esl d’aillcurs Evident qu’une fonction non bornee ne peut salisfaire 
definitions qui suivcnl. 
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diminue pas; en intercalant ainsi indefiniment de nouveaux points, 
de maniere que a tende vers zero, on a une suite de nombres r 
tendant vers une liinite, finie ou non, qui est au moins egale au 
nombre c dont on est parti. On peut done dire que la variation 
totale de f est la limite superieure de I’ensemble des nombres v ( 1 ). 

On \oit aussi tres simplement que, dans les definitions prece- 
dentes, on peut remplacer v par 

O = CO] -t— W 2 —l— . . . -+- tt) ;i . 

ou cl )i est l’oscillation de f dans , a;), les extremites comprises. 

A cause de cette propriety, quelques auteurs appellent les fonc- 
tions qui nous occupent fonctions a oscillation totale Jinie; 
roscillation totale etant la limite superieure des o . 

Une foaction a variation, bornee est integrable; elle est, en 
effet, a oscillation mojenne nulle, puisque cette oscillation est la 
limite, quand A tend vers zero, de 

5 (' Cli — Cli-x ) Oii = S AtO; = X S tO; = X O £ X 0 , 

O etant Toscillation totale de f(x). 

L’integrabilite resulte aussi de cette proposition evidente : les 
points en lesquels une fo action a variation bornee a une oscil¬ 
lation superieure a a. ( a > o) sont en nombre fini et, par suite, 
formentbien un groupe integrable. 

Choisissons des nombres a 2 , ... qui tendent vers zero en 
decroissant. Les points en lesquels roscillation est superieure a a /t 
sans £tre superieure a sont en nombre fini, de sorte qu 'une 
fonction a variation bornee a au plus une infinite clenom- 
brable de points de discontinuity . 

La reciproque n’est pas vraie; il existe raerae des fonctions 
continues a variation non bornee. 

L’oscillation d’une somme f K -J- f 2 etant, dans un intervalle 
quelconque, au plus egale a la somme des oscillations de f { et f± 
dans cet intervalle, roscillation totale de f -j- f> est, au plus, la 
somme des oscillations totales de f K et f>. Done la somme de 
deux fonctions a variation bornee est une fonction a variation 
bornee. 


(*) El non plus la limite superieure de la limite des nombres v. 
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Dos raisonnemonts analogues ponnollruienl.de deniontrer <ju<‘ 
I<\s operations u<*<*s a la pa^e do, sin* drs fonet.ions inle^rables, 

donnent das fond ions a v arial ion bornre (|uand riles soul. ollee- 
liaVs snr d< k s fomiions a variation burner. 

Mais il nest pas vrai qifunr serio uniformenirnl eonvor^ente. 
dr fondions a variation burner donn< k nrrrssairemenl mu* fondion 
a variation burner. La proprielr qui rrmplaer relle-la rst la sui- 
vanlr : 


La l i mitt* rers lat/nelle tend (n n if or menu* n t on non) une 
suite de functions d card/tions tot (ties uu plus e gales a M est 
une junction dont la variation totafe est uu plus egale d IYL 


Ln ellol, prrnons mu* division dr rintervalle, la variation eorrrs- 
pondant< k d( k s tonnes de la suit( k t( k nd v< k i\s la variation relative a la 
limil( k ( k l a la division employee; done, retie variation est an plus 
r^ale a M el il en est d< k menu 1 de la variation lolale d<‘ la limite. 

()e (pii preredr nous permdlrail d< k il< k r drs foiu'lions a varia¬ 
tion lolale burner. I in< k fonrtinn rroissanto rst, < k n ellol, unr four- 
lion a variation total< k (inir < k t r^ale a J\ h) — J\a ); dr memo, mu k 
fondion ddrroissanle esl a variation burner. Par suite*, la di He. re nee. 
dr deux foiu'tions rroissanlrs < k st un<* fondion a variation burner. 
Nous aliens deniontrer mainlenanl la rrriproque : tout.e function 
a curia (ion hornet* est la di [fere nee tie deiu' functions jamais 
decroisstt n tes . 

Poprenons la variation 

e |/( at 1 /(d) )| i |/(U. 2 ) — fitti )|-t-... -e\f{a n ) — J\((, 


d soil p la soinmr d< k <*<* H<*s des (piantit.es j\at) — f(ai~\) <pb 
sont positives d n la somnn* d<‘ (‘(‘lies qui soul negatives. On a 
dv id< k min< k nt 


(Ton 


e p I //, /{ h ) /1 (t ) p — //, 


e ’ ’A p t f{ a ) - - /( h ), (' ; ■ I /(h ) > J\ a ), 


p <*sl la variation positive pour la division eboisie, n la variation 
negative*. Lrs deux dernirrrs enables inonlr(*nt qur Ies limitns 
superieures V, P, N, de e, /?,//, quo Ton appelle variation to tale., 
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variation totaie positive, valuation tot ale negative, sonl. lines 
par les memes relations que e, p 7 n. 

Soienl V(,/;), P(x),N(.r) les Irois variations lolales dans (a, ./■), 
(./* > a), on a 

f (x ) = /( e ) + P( .r) —- N (,r ). 

Mais P(#) el N(.z*) no peuvent pas deeroilre <]uand x ('roil, 
done le iheoreme esl demonlre. 

On a, de plus, 

V (x) = F( x ) + N(t). 

Une fonclion a variation bornee pent el.re ini so (Tune infinite (Jo 
manieres sous la forme d’une diUerenee de deux fonelions crois- 
sanles. Si l’on ajoute a P(.r) cl JN (./•*) une memo fonelion X(.r) 
non decroissante, on obticnl deux fonclion# non dooroissanles 
P, (x) el IM, (./*) telles que Ton ail 

f(x) = /(«)-+- Fi(.r) - N t (.r;. 

On veil, facilemenl que les fonelions non dooroissanles i\ el IN, 
les plus generates salisfaisanl a cello enable soul eel les qui v icnnonl 
d’etre consIruiles. 

Pour calculer la varialion lolale d’unc fonclion discontinue 
coimnc limilc d’une suile de \arialions c, il faul ehoisir d’uiK' 
maniere Ires partieuliere les poinlsdo division; par exemple, pour 
line fonclion qui esl parloul nulle, sauf a Porig-ine, il faul que 
Porigine soil un point de division. Pour los fonelions continues 
on a cello propriele : la variation d’une function continue , rela¬ 
tive a une division queiconque, lend unifonnement vers fa 
variation totaie de cette function quand le maximum X de la 
longueur des inlervaUes employes tend vers zero. 

Soienl, (Mi elfcl, deux suites de divisions I),, I) 2 , ..A,, A 2 , ... 
pour lesqucllcs les X lendeni vers zero, el soil X/ la valour do X 
pour A/. Le maximum de Poseillalion do f{x) dans un iulervalle 
d’elenduc X/ esl un nombre ey qni lend vers zero avee X/. Compa- 
rons les varialions cy, v‘- f relatives a 13/ el A/. 

Les inlervaUes de Ay elanl loujours partakes en deux classes, 
soienl d’ eeux qui lie conlicimenl aucun des points de division 
de D/. Considdrons lous eeux des //'qui soul enlre ./y el ./*/+,, ils 
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couv rent mi inlorvallc donl Pontine osl entro ,/y cl ,/y + \j el 
donl r<‘\(tvmilc csi (‘iitre ./y + , --- Ay (‘l ,/y +l . Los valours do /(./*) 
|)our (*(‘U<‘ uridine <‘I. colic 1 oxtremile dill'cront <l(» sy an plus dcs 
nomhros /’(./y), J\j y H ). La contribution dans e'y dcs inlervalles 
eonsidoros <‘Sl done an moins 

I,/ i' r i l I > “./< •*■’/ )| ■““* 

el la <"<>n(ril>iilion do Ions lcs d’ dans e'y (‘si an moins cpdc a 

-11,/’( **y ii) - /(.*y)! — » |- - 2 /(s/, 

si lcs points do division do I)/ soul on iiombre />. Oil a, a plus 
forte raison, 

. <>' <V->. /isy, 

<i Pune quelcoiupie dos limilos dos e'y osl an moins e^ale a Pune 
(pioloompio dcs limilos dos e,\ Mais on pout. permuler e'y el e/, done 
I o s e y (‘t los iv londonl vers mn‘ memo limilo bion delermineo. 

Voiei un<‘ consequence immediate do <‘<"11.<" propriele : /o,s* trois 
varitt lions lotalcs d'tun* fond ion continue it variation borncc 
sont dcs functions con t in ties. II snflil do lo domonlror pour V(.r) 
p 11 is<]ii<‘ I^(./*) (‘t IN (./•) sVxprintout. immedialemenl a Paido do 
/(./’) el <lc \ (./■). 

Pour ('al< v nl(‘i v V(./’o ), jYmploie imr division <t { , ./*,, .. ,/y*, ,r {) ; 

la variation o oorrospondanl a cello division osl d^ale a (‘(die 
oorrospondanl a <y, ,/y, ..., ,r fi plus | t /(./‘a ) ~./(^V/)|i e cst doin', 
an plus e^ale a 

V ( a*i ) i |yt.r ( ,) * J (*C/i) | V ( ,f’o - ~ o) -t- lyC-Co) — J( r n )|; 

('t puisque /*(,/‘ 0 ) — /(,/y* ) lend vers zero, (piand on fail Lend re 
vers zero lo maximum do ,/yy ) — ,/y, V(.r 0 ) osl. an plus c^alo a 
\ (,r 0 o). Mais \ (./*) osl unc function croissanto, 

V (,t\\) \ (./•« <>), 

la function est oonlinin* a ^iik'Ik 1 . 

Ktu(lions la variation lotah* do /’, (./*) — f( - ./’) enl re — b cl — ,/y 
{.r - b)\ < k < k lt(‘variation lotah* osl evidemmont e^ale a 

\(fn • \(.r). 

Consideree roniinr foin'tion d< k * -- ,/\ ( k llc (*sl c k ontimn k a gauche 
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de — x 0 ; done, en tant que fonction de .2?, elie est continue a droile 
de x () . La fonction Y (x) est done continue. 

La seconde partie de cette demonstration suppose essentielle¬ 
nient que la fonction est a variation bornec. Si V(.#) devenait 
brusquement infinie pour x^>x 0l et nous verrons que oela est 
possible, le symboleV(6) — Y(x) n’aurait aucun sens pour.r> x Q . 

Puisque V(x) et sont des fonctions continues, toute 

fonction continue a variation bornee est la difference de deux 
fonctions continues non decroissantes. 

La variation c, pour la division D, a etc definie settlement dans 
le cas ou D ne contient qu’un nombre lini d’intcrv alles; pour la 
suite, il est utile d’etudier un cas ou D comprcnd une infinite 
d’intervalles. G’est le cas ou les points de division cle D forment 
un ensemble reductible E; alors nous appellerons variation a, 
pour cette division, la somme de la serie f{xi) — f(xi -\) |, 
etendue a tous les intervalles xf) contigus (*) a E. 

Nous allons comparer l’ensembie des variations u qui vienuent 
d’etre d^finies a l’ensembie des variations v anterieurement definies. 

L’ensembie des u contient l’ensembie des c, done la limile 
superieure de l’ensembie des u est au moins egale a la limite stipe- 
rieure de l’ensembie des r. II suffira de demontrer que u est tou- 
jours inferieure a la variation to tale pour qu’il soit prouve quo la 
limite superieure des a est la variation totale V. 

Soit (a, [ 3 ) un intervalle contigu a FJ. Soienta* ct| 3 < deux points 
situes dans (a, [3); la contribution dc (a,, [ 3 |) dans U est au plus 
egale a celle qu’il fournit dans Y, puisque E ne contient qu’un 
nombre fini de points dans (a,, ji*). Faisons tendre les points a* 
et ( 6< vers a et [ 3 , la proposition reste vraie cl I’on trouve que (a, [ 3 ) 
fournit dans Y une contribution au moins egale a celle qu’il donne 
dans u. 

On prouvera de meme que la proposition est vraie dans un 
intervalle contigu a E" ou E w , ...; mais l’un des derives de E etant 
nul dans (a, £), la proposition est vraie pour (<y, b). 

Ainsi les u peuvent remplacer les r. 


( 1 ) Un iiUervalle x L ) esi dil contigu a un ensemble E s’il ne conlienl 

pas de points de E et si ses extremites font partie de E ou de K'. La denomination 
d’intervalle contigu est due a M. R. Bairc. 
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Lorsqu’il s’agit d’une fonctioix continue, le nombre «, comnio le 
nombrc <\ tend uniformement vers la variation totale, quanrl le 
maximum de la longueur des intervalles contigus a E tend \ers 
zero. 

La serie n elanl comergenle, la serie E[/(.r;)— f{xu K )\ 
etendue a Lous les intervalles contigus a E, est absolument conver- 
gente. On pent done parlor de la somme de ses termes positifs et 
de la somme de ses termes negatifs, ees deux sommes peuvenl 
servir a definir P et N. 

11 esl important de reimirquer qu’on ne pent pas remplacer 
Pensemble reductiblc E par tin ensemble non dense quelconque 
sans que certaines des proprieles precedentes cessent d’etre \raies. 
Soit, en efFct, la fonction £(./•) delinie par 


cjuand 


) = 


2 


a* cl-\ 



<t\ a 2 a :i 

T F " l ~ F 


oil les a sont egaux a o ou a 2. x appartient alors a [’ensemble Z. 
On verilie immediatement que, pour les deux extremites d'un 
inlervalle contigu a Z, <■ prend la inenie valeur; nous assujettis- 
sons £ a rester eonstante dans un tel intervalle. %(x) est mainte- 
nant partout delinie; e’est une fonction eroissante et, eependant, 
on trouvera zero pour a 7 si, parmi les points de division employes, 
se trouvent les points dc Z. 

Je terminerai en donnant quelques exemples des diverses parti- 
cu lari les qui out ete signalees. 

La fonotion x sin ~es legale a (— i)* 1 " 4 " 1 --—- pour ,/* =--—- > 

Kt:- K - 

‘2 2 

done, si Foil emploie ces valours de x pour calender a dansl’iuter- 
vallc (o 7 on trouve 


a = 


K 



2 2 

-_ H - - 

2 Ivtc — — 3 K tc- 

2 2 


et la fonction esl a \ aviation non bornee bienqu’elle soit continue. 
Pour une fonction continue nulle pour x negalif, egale a a? sin- 
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pour positif, la \arialion Lolalc do — i a x saute brusquemcnl 
do o a cc quand ./* dcpasse la valcur o. 

La function ./ sin - a une infinite do maxima et do minima, mais 

x 

colic condition lie suffit pas pour qu’iine fonclion suit a variation 
non bornee. La fonclion ./-sin-^ admol tin maximum on un 

, 7 ^ 

■'ll' 

minimum, cl un scul, dans oha(|uo inlervalle /-- »-- \; 

\(K-n:)* [(K-Hi)ie|*/ 

si bon remarquo quo la valour absoluo do cc maximum on do oo 

minimum cst au plus —~—on voit (|ue la function osl a variation 
(K izY 1 

lolale finic an plus egale a — 1 — 

f-.es deux fonetions precedontes n’ont line infinite de maxima el 
do minima quo dans le voisinage de borigme; si Ton vent qibil en 
suit ainsi autour de Lout point, il faul appliquer le principe de 
condensation des singular! tes. 11 est necessaire d’cmployer ee 
principe tbune facon assez parliculiere parce que la limile vers 
laquelle tendenl uniformement des font*lions a variation bornee 
pout etre a variation non bornee et parce que ies maxima el 
minima ne se oonservenl pas dans baddition. 

Considerons les deux fon(*lions, definies dans (— i, i), 

a(x) = x sin —•, h (x) — x- sin ~ ; 

x* 

bune et ban Ire s’annulcnl pour —i et -j- i , la premiere osl a 
variation tolale V infinie, la seconde a variation lotale V bornee. 
f\ (x) ddsignera bune on bail Ire de ces deux fonotions. 

f\{x) a une infinite de maxima et de minima qui se presenlenl 
quand x appartient a un certain ensemble E,. 

/ 2 (j*) esl une fonclion continue qui s’annule aux points de E 1 
el (pii, dans bintervalle (a, (j) de deux maxima et minima cousc- 
eulifs, est egale a 

((S — a) f 2 / a + ?\1 

f-±(x) a memo variation lotale que f\ (x) parce que, dans (a, Jib), 

q _ a 

la variation to tale de fi(x) esl ——V. 
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La fonelion J\ -]~ j\, a, dans ohaquo inlervalle (a, (i), uno 

infinite do maxima el do minima; en oliol, si f x = a, (die esl a 
\arialion non bornee dans (a, [ j) (i si /*, rrra line deri\ee 
bornee dans (a, [3), land is quo la derivoo do J 2 proud Ionics los 
valours positives el negatives. Soil bb IVnsemble dos valours do 

pour* lesquolles /, -1- ~~ Jo esl maximum ou miniinmn. 

Ln operant, a parlir do 15,-j-L.j, eommc a parlir do 15 1 , on 
formera / ;l , (Tou J\ | \ z / 2 -p ~/ :l (4, I5 ; , ( 1 ). 

I5n (‘onlinuanl ainsi, on definil los dillY* rents lormes do la serin 

/(,/•)=: J j ( ./• ) 4- ^ j , 2 f , 7 * ) H- — Jli (>T) H- ... , 

<|ui esl uniformcmenl eo overmen to, (*ar | /)| esl inferieure a i. 

La fonelion continue ,/(./') a dos maxima el dos minima dans 
loul inlervallo. Dans un inlnrvalio queleonque (/, //i), en edcl, 
pourvu quo n soil assez $>Tand, il y a plus < 1 doux points do I5„. 
Supposons qu’il y ail les trois points eonseeutifs /*, ,s*, t do 15,,, 
./ clanl e^alo a f n pour* ees trois points, f aura un maximum ou un 
minimum, an moins, outre r el t , suivanl quo s correspond a un 
maximum ou a un minimum. 

Do la resulle aussi quo la variation lotalo do/’esl au moins e^ale 
a colic do .s*„ == /*, P ~P done/Vsl a variation non 

bornee dans loul i i i t < i rx a 11 ( k si J\ ~ a. \u oonlraire, si J\ />, la 
\ arialion lolale do s n elanl finie cl inferieure a V ^ l -1- ‘ ft +.. ,-p » 

j esl a variation bornee dans lout, iulcnallc {voir p. 5i). 

Oi'cupons-nous mainlenanl dos fone.lions diseontinurs a varia¬ 
tion bornee. 

Voi(*i uiu* proprietn des points sin^uliers, qu’il olail (anile 
d’ailleurs do mollro dircclcmcul on evidence, el (pii resulle immo- 
dialemenl do la oonsiruction do la fonelion a variation bornee la 

(') four iHr<5 loul, a fail, rigmiroux, il fund rail ddmontrrr (|ur la somme des 
longueurs des interval les routigus a 10,inlervalles qui jouent le role 
des (a, p), esl. egale a a eomme la somme des dilVercnees [i — a. Cola est presque 
evident et resulle, si Ton vent, de re que 10,-I™ IP esl d’lkendue exterieure nullo. 
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plus genera le a. partir do deux fonelions croissanl.es : l.otts les 
points de discontinuite <V ttno /oneLion d variation hornet* sonl 
de premiere e space. 

Soil a?o un point do diseonlinuile; la quantile 
s e (.r„ ) = /( x 0 ) — /(— o) 
csl Ic saul do la fonelion a gauche do ;/‘ () ; 

•V(.*•« ) ~ f (&o -H <>) — /( -t\)) 
esl le saul a droile do x 0 , onfin 

.v (,r „) = /( :r\, -ho) - /O 0 — o ) 
esl lo saul uu point ./ 0 - 

Geei pose, considerons la fonelion das sattLs de f{,r) 

y(u') ~ ^ %( in) ~h ^ (*7), 

<\r 


oil ohacuno dos scries eonlicnl lous les x/ qui salisfonl a Pinegalile 
placec au-dessous do signe S correspondant. Ou icrra aisemenl 
(pie cos deux series soul absolumenl eomorgentes cl quo, si Ton 
pose 

/O) = cpO ) -h 

A(./■*) esl. line function oonlinuo a variation borneo; la \arialion 
lolale de f elanl la sommo de cellos do cp el de »i. 

La fonelion diseonlinue la plus generale <|ni soil a variation 
borneo s’oblienl done, soil on faisanl la difference de deux fone¬ 
lions diseonlinuos oroissanles, soil on ajoulanl a une fonelion con¬ 
tinue a variation borneo la fonelion dos sauls o(x). Cette seconde 
melhodo montro qu’on pout, tdioisir a volonle Pensemble ddnom- 
brable dos points do diseonlinuile, el memo les sauls de droile cl 
de gauche s ( / el poui’vu que les series l\v,/(.■/*), iLs\>.(x) soienl 
a 1)sc> 1 u in en l eonv(irgonles. 

Par cxcmple, Fensemblc des points do diseonlinuile pourra dire 
J’ensenible dos nomhres rationnels, les sauls elanl, i]uan<l x s’eeril ^ 
sous forme imSduo tilde, 




a*£* 


** = (- 0 * 


a’ A b' A 
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11 . — Le s courbes rectifiablest. 

Soil une eourbe G definie dans [a, b) 

.r^.r(0, y=y(t), z = s{t). 

Considerons un poly gone P inscrit dans cette eourbe el dont Jes 
sommels, dans l’ordre ou ils se renconlrent sur P, correspondent 
a des valours croissanles de t ('), a, a<, a 2 , .... a^, b. On peul 
considdcr P coniine une eourbe ddinie dans {a, b) a Faide de 
functions £(z), ^(t) egalcs a x(t) : y{t) : z(t) pour les 

valours a : t Kl ..., t p: b de t. 

Ceci pose, soienl deux suites de polygones inscrits dans C, P/et 
tc/, et Lets quo le maximum dcs differences telles que t a-— tende 

vers zero avec j d’une part, avec y d’autre pari. La longueur d’un 

polygone elant la soinme des longueurs de ses cotes, nous allons 
comparer la longueur Si de P/ a celle ay de tzj. 

Supposons que deux sommets consecutifs m Kl de P/ corres¬ 
pondent a t = (j { ot t (L. Les jioints de tz/, p,, ;ju, qui corres¬ 
pondent a ees valeurs de t tendenl, quand / augmente indefiniment, 
vers ///.,, m> x \ la plus petite des limiles, pour j inlini, de la lon¬ 
gueur de fare p< jju esl done au moins egale a la longueur du 
cote m K m*. Mais ceci est vrai pour ebaque cote, et la ])lus petite 
limile des ay est au moins egale a ,sy. Par suite les longueurs S[ 
(it cry tendenl vers la meme limile quand i et j augmentent indefi- 
niment, et dies sonl lou jours inferieures a leur limite. 

Lorsque le maximum de la longueur des cotes d 3 un poly- 
gone inscrit dans une eourbe tend vers zero, la longueur de 
ce poly gone tend vers la limite superieure des longueurs des 
polygones inscrits dans la eourbe . C’est cette limite que l 3 on 
appelle la : longueur de Ja eourbe. 

line eourbe est dite rectifiable si elle est de longueur finic. 
L’ctudc des courbes rcctifiables a die enlreprise par Ludwig 


( l ) Quaud nous parlerons d’un polygone inscrit dans une eourbe, nous suppo- 
scrons toujours cette dernierc condition remplie. 


















Go 


CIIAPITKE IV. 


Scheefler ('), pais continuer par M. Jordan ( 2 ) a qui Pou doit l<‘ 
rcsullat suivant : 

Pour c/u’une courbe soil rectifiable, il faut et il sujfit </ttr 
les fonctions .r(D, y(t) : z(t) qui la defi absent soienl d varia¬ 
tion bornee. 

En effet, tin cote quelconqnc d’un polygonc inscril dans la 
courbe est de longueur au mo ins egale a cliacune des projec¬ 
tions o X: o r , o z de ce cole sur les axes, el do longueur au plus 
egale a o^-j- o r -h o z . Mais la somnie des projections o. r esl la 
variation c# de la fonction x(t) pour les valours de t eorrespon- 
danl aux sommets ( 3 ). La longueur clu polygonc est done supe- 
rieure a c v et v z et inferieure a ^+r r +r : ; la propriele csl 
demon tree. 

De plus la longueur de l’are de t 0 d l (/ > / 0 ) d'une cottrbr 
rectifiable est une fonction continue non decroissante dr L 
puisque l’accroissemenl de cet arc, dans un inlervallo quelconque, 
est compris entre les accroissements de cl e r -f- e~. 

Pour calculer la longueur d’une courbe, on pourra so servir de 
polygones ayant une infinite de sommets eorrespondanl a des 
valeurs de t formant un ensemble reducible; car le raisonnemen I 
du debut s’applique a ces polygones. 

Une courbe rectifiable plane est quarrable , car si on la divise 

mi n morceaux de longueur egale a cliacun d’eux pool el re 

enferme dans une circonference de rayon el la somme T: ‘ s ™ 

J in \ n 

des aircs de ces cercles tend vers zero avee -* 

n 

Supposons que x(t), y(t), z(t) aient des derivecs mlegrables: 
alors U y (£)|, \y'(t)\, \z\t) \ sont aussi inlegrables, car on poul 
ecrire 

w, | x J = -+- it 5 


(>) Allgemeine Untersuchungen iiber Rectification tier Careen (Ada mat he 
matica, t. V). 

(-) Cours cl'Analyse, t. I, 2 “ edition. Scheeder et M. Jordan ont aussi exa¬ 
mine Je cas oil x( t), y (t), z (t) ne sout pas continues. 

( 4 La Courbe x~ &(£), y = 0, ^ = 0 , quisc'rL dans cc raisonnement, v>l dito 
ia projection sur ox de la courbe donnee; la projeciion sur xoy est x — x( /) 
y ~y(t), z~ 0 . ‘ ” 





IJ-:S FUNCTIONS A VAHl.VTION HOHNKK. 


(it 

<i si Ton ole\o an oarre on si Ton proud la racinr earree arilhmo- 
li<|uu d’une fonolion inlo^rablo on no rosso pas d’avoir dos 1‘ono- 
Iions inlc£>rablus. 

Si /, ///, //, L, M, IN soul les hmilos inleriouros <i suponouros 
do |y|, I,)-'!, | r/1 dans tin inlorxallr (/,, /.), los sommos lolles 
<|no ■ -/j) [ L~ - /), olondurs a iiik 1 di\ision (piolooinpio do 
(<7, f>) on inlorudlos parliols, leudonl \ers zoro (piand los inler- 
\ alios employes leudonl \<»rs zero. 

La eordr (t^ / 2 ) a uno longueur 3 <pii Norilio les movables 

a {/ 2 • t x ) //* -t- m' 1 -h //- o (/2 —‘ /1 ) y/- I- M 2 ~H IN* — A. 

Done nn poly^one insoril a uno longueur comprise enlro los 
soinmes IN/, )H\ eorrospondantos. Si l\m fail lendro \ers zero, los 
longueurs d( k s edlos du poly^one 1’ \ ol IN/ londonl. \ors iini 1 mrmo 
limilo, ear Ton a 

/» ) ( I- /) i- >1( — /x ) (IVI - nn 

t- 2( /* — /, )(N — n ). 

La Iim 1 1< k d< k l 1 V ol IN/ os l la lon^uour do la courbr. Mais, 

,/> 

puisipie linte^ralo j y.r - •) y'~ -| cr- ///, <pii exislo d’apros nos 

* a 

hypotheses, esl loujours oompriso enlro IN/ol 1’ A, nous poinoth 
nmduro (pie, si .r\ rN z f existent et snnt inteifrah/es, hi fun¬ 
gi leiir de h arc (//, h ) est 

. h 

j //•'» i y? i 


Le raisonnomonl prooodenl monlre aussi <jno si /'[ ,r ) oxislo sans 
<Mre inle^rablo, <i nous \( k rrons <pu k eela esl possil)I< k , la longueur 
do la eoiirhe y : . J\ x) < k sl. oompriso onlro los iiilcf>Talos par defaul 
el par exees do y i | - / v -. 

Nous obtiondrons la “eneralisalion do cello proposilion, ainsi 
(piNm resullal rolalif an oas on \ x f ~ 1 -y hl *\ z r ~ esl uno dori\ee, a 
Laide dos ( k onsidoralions <iui sui\<uil. 


(hi suppose <pio x\ c/ < k \islonl; alors, du point )* 0 , 5„, / <M 
(pud <|u'il soil, nminir orif»'in< k , on pool Iraeer uii( k <‘ord<* donl la 
lonj»u('iir y/3./ , Jj -i-* 3rj5 oz'~ dillon* d<‘ £ o/ 0 an plus d<‘ la <pianlile 





























CHAPITIUC IV. 


f>2 

o^o y/.r' 0 ~ -j™ g' () 2 ; el nous pouxons imbue assujctlir o/ 0 a elre 

inferieure a line eerlaine quantile donnee a Favauee A. 

La courbe clant clodnic dans (a, 6), du |>oinl a = t x comm<“ 
origine, lions pouvons tracer inn* eorde remplissanl los (‘ondilions 
indiquccs; die correspond a [£^ / 2 ). Do to nous pouxons l racer 
une nouvelle eorde qui correspond a [to, t :t ) el ainsi de suite*. Si 
a pres un noinbrc fiiii d’operalions on arrixe cn />, la oonslruelion 
est ainsi aehevee. Sinon les t u out un poinl limilo t M duquol, coniine 
origine, on piuil tracer une eorde (/ w , / w+l ), puis cle Xo-h on 
trace t t0 +») cl *dnsi do suite. Si Ton n’alloinl pas b , on so 

rapproche (Tun poinl limile to 0)1 a pariii* duquel on opere dc indmi 
qu'a parlir de t M . 

On a ainsi dos inlervallcs donl les origines / a onl pour indi(*es 
les diUerenls nombres linis el Iransiinis a. II faut demonlrer qu’on 
arrivera on b axant d’axoir epuise la suile des uombros Iransiinis, 
e’esl-a-dire a Faide (ruin; infinite denombrabie d’inlerx alles. Cola 

est tout a fait evident, ear il n'v a pas plus d( k - ^ ~ inlervalles do 
longueur superieure a s, et lous les inlervalles, elanl. superieu rs 
en longueur a Fun cles nombres e, -> • • •? formenl un ensemble 

iiiii on denombrabie. 

L’ensemble el<;s valours / 1? L±, ... cst rcduelible, puisqu'il osl 
forme et denombrabie; done on pent sc sorvir des eordes Iracecs 
pour evaluer la longueur de la courbe. La sonnne des longueurs 
de ces eordes dilfere de la somme 


I _ — t a ) \J ,r' a ( t u ) ^a) ^ /2 ( t a ), 


au plus do 


^Coh-j ~ ^a) — t(b--a). 


Si nous faisons tend re siimdlanemenl eel X vers zero, e ( b •— a) 
tend vers zero, la sonnne des longueurs des eordes lend xers la 
longueur s de la courbe, 1 tend done* vers s. Mais, iTapres la 
forme de I, on pout eeriro, si \/.r h2 *+■ >* /2 -J- z'~ est bornee, 

r t> __ ~~~7T . ~~~ 

/ sjx " 1 -h y* -t~ z '" 1 dt I h~ y 1 ' 1 -f- z ’ 1 ( ^t * 

- // *Ja 


Suppose) ns main tenant (/ue yfo/'- -h y hx -f- z'*, bar nee ott non. 




LICS K0NCT10NS A VARIATION DORN RE. 


g:j 

solf La derived (Tune function &(t). Si nous avons ehoisi ehaque 
iiUerxalle (/ a , / a+l ) <le mnniere qu’il salisfasse, non seulement. aux 
conditions preeedemmenl indiquees, mais nicorc, ee (jui esl pos¬ 
sible, a l J ine^alile 

£ o/ a | o cr( / a j -- o/ a \/.r'~ () -+- y' 2 ( / a ) -h z'~{ / a ) |, 

I lend vers rariToissemenl cr(A) - ) do cr(/) dans [a : b) quand 

s el A lendenl simullanemenl v<ts zero. On a done 

.s’ = <j(/j ) ~~ cr( a). 

Lf/ Longueur de l* arrest I’accroisscmenl de La Jo net ion cr. 

J'nppelle ralLuntion sur la eonslruelion employee dans la 
de mo ns Ira lion proeedenle. 

Je supposes qirun procede, permellanl de conslruire un on 
plusieurs inlerv idles ajanl pour ori^ine un point queleonque £ 0 , 
ail ele indique. Je dirai qu’un iutervalle (a, b) a etc convert, a 
parlir <li* a, par one eliaine il’i ix l,c k rvall<‘s ehoisis panni les inter- 
\ alios delinks par lo procede domic, lorsqukm aura conslmil. paroo 
proccdc un inlOTvalle (7 l3 t, 2 ) d’ori^ine t { =-~ a, puis un inlervallc 
(A, f-s) d’ori^ino ele., puis, si ccla esl ncccssairc, un inlervallc 
/<,)+!) donl I’orif^im* esl la limito do el ainsi do 

suile. II a ele dcmonlrd qifon arrive ainsi neeessairemenl a 
alleindre b au boul d'un nomhiT (ini ou (I’unr infinite denom- 
brable d’operallons, de sorle quo la eliaine eonstruite eouvrira 
bion lout [a. If) { 1 ). 


(‘) horsque le precede donne fail corrcspondre plusieurs intervalles a um* 
mdme origine t (0 it faul rboisir enlre tons res intervalles eelui qu'on appellera 
{t a1 H ). Oe choix prut ('Iit Tail urhitruircmcuL si la uecessitr de choisir ne se 
presenlc qu’un nombre (ini de fois. Si (site se prese.nte un nombre inlini dc fois, 
pour eviler les diflieulles <jiii surgissent dc 1'emploi drs mots « choisir utic infi¬ 
nite dc fois »» t il vaui mieux supprimor le eboix on indignant, suivant quelle loi 
on dctcrmincra (£„, ^,) panni tons les intervalles possibles. Dans la demonstra¬ 
tion proeedenle, on pourra assujettir ehaque inlervallc ( t a , 4 a ,,) a dire (e plus 
grand qui salisf’asse aux conditions imposdes; il y a bien d’ailleurs, dans I’en- 
sernblc de ccs intervalles, un inlervallc plus grand que Lous les auIres. 

























CHAMTBE V. 


LA K K ('. 11 K ltd II K I)i:S FUNCTIONS IMUMIT1VKS. 


I. - * Uintegrale indejinie. 


Soil J\x 
la fond inn 


mid foucliou borndo iuld^rablo <l<‘Htii<^ dans (V/, b ); 

F (J')rrz I f{X) (i.V -+- K 


esi /.'integrate indejinie do/(.r). 

Kn applupianl. lo llidoromo do la moyonno on soil quo d inte¬ 
grate indejinie de j\x) est tine four lion continue, d variation 
bornee ( 1 ), at t/iielle a timet f { x) pour dr river an tons las points 
o it /( x ) est con l in tie . 

Ouo so passo-l-il si / (x) n’osl. pas oonlinuo on a? Mors il so 
pool qiril y ail uno ddrivdo df>alu a /‘(a), (Post !o (‘as pour a o 
si J\x) osl nullo pour x quoloonque, ol d^alo a i <pian<l x osl 
Pinverso (Pun mlior; il so pout qu’il y ail uno ddri\do diOu- 
ronle do /(a), (Post lo (‘as pour a = o quand/(.r) <‘sl |)artoul nu11<‘ 
sauf pour x = o, il so pout qu’il n’y ail pas do ddrhdo, oYsl lo ('as 
pour a = o (juand j\x) — oos.^J.r | [>our x =?t o ol /*((>) <> ( - 

Aiusi P integral ion pout oonduiro a des four lions n’ayanl pas 
parloul uno ddrivdo. Coll.o oonsdquonoo a did si^ualdo par Riomann 


(’) Je laissc a« lectrur lc soiu <1<* demonlrcr <{uc la variation lotale de F(.r) 
dans (a,b) < i sl cxaclrmcnt cgaleu J j"^ \/{x) | dx J 


(-) l/inlcfo'ale indclinic est alors — (sin jF | or | ~H cos J' | x |). 












t,\ HKCUKUCIU': i>i:s functions IMUMITIVKS. 


r> > 

<|»*i a apprlr rattrntion sur I'inlr^ralr indnfini<* dr la I’omiion 

J (a* ) 2 ^ ' < 1 )• 

( a*Ur intr^rair indrlinir K <,r ) admrty*( ,r ) pour drri\ rr tpumd ,r 

aVst ims dr la fortnr 1 * • 

1 *> n 

Suppusuns 7. ^ ^ 1 rt raisons lom{rc» ft \rrs y par udrurs 

rroissantrs, on a \ u (pir /’( lend \rrs f ( a ) f- ---.. dour, 

d'aprrs Ir throrrmr dr la trnarnnr, il rn rst attssi dr mrmr dr 

V ( li) F { % i 

p * ’ 

\u (•(iiitraiiv it rapport li'itdra \its /’(a) ~ - si I’ou fail 

Irndrr \ rrs % par \ alrurs drrroissantrs; dour F (.r) n'a pas dr 

drrhrr |H>iir Irs \alrurs dr la fortur 1 • 

1 7. n 

(Vrst Ir prrtuirr rvrtuplr <|ur Ton ail nmmi dunr fondion 
tdadmrUani pas, rn genera f % mu* dm\ rr. On ronnaissail him drs 
lour lions, rrllr dr Oaurb\, par r\rmph\ { \ .r 2 , <pti, rn crrtains 
points, n a\airnt pas dr drri\ rr; mais rrs points rtairnt r\rrp~ 
tionurU, i|s nr fonnairnt jamais nn rnsrtnbir partoul dmsc; dans 
frxrniptr dr Ilirmann, an routruirr „ il \ a drs points sans drri vrr 
dans tout intrr\allr. la* prinripr dr rondrn.sation drs siu^ti lari ids 
noth donnrra autaot d'rxrmplrs iju<» nous Ir \oudrons dr four- 
lions analog urs a rrllrs <lr Hirmaun ; si Irs a ^ s<mt tons Irs nombrrs 

rationnrls, / ^ % ^ **** ^ <Lr rsl uur c|r rrs fond inns. 

, * Jmd /O 

I .intr^rntum fotirnit drs I’onrtions <pu n'onl pas toujours tmr 
drri\rr. Par uur mrthodr toutr dillrivutr, V\ rirrstrass a ronstruit 
nnr fonrtiou na\ ant jamais dr drrivrr ( 2 t; il <‘st r\ tdrnl <|ur Puilr- 
^ration nr prut pas donurr dr trllrs fondions : f,es points en 
/rstfttrfs unr integrate ittt/r/i/tit* n a timet pas de derieve fornuuit 
at i ensemble tie mesuve tut lie* puisqur crs points apparticmirnt 

i i l j u if | K it, t.’iuirgruU* imtrliiiic* ^otihriU <*n integrant Irriur in tnrnie. 

I .j Vmr JmtrtMt tie t 'rt'th*, v«»t, 7IK oil .tuHn.w, ('nunt it 'analyse, r edition, 

t. I, \u ihd, 

fat tom*torn dr Wettirntrus^ ent & variation non ImrntV dans tout intcrvatln. 































CllAPlTHK V. 


G(> 

;\ lensemble <l(‘s points de disconlinuite do la function into- 

Lorstpi’uno function f(j‘) osl burner, mais non inlc^rable, on 
pout J hi allaeher les deux inti*grates inde/inies par twees et par 
tie fat it 

,.*• ~~ ,.r 

b(a?j = j /(.r) dx -f k, K ( x) — j fix) dx K. 


Cos (Unix functions soul continues, a \ar‘iation burner, et 
adnietlenl/’pour derivee <*u tons les points on/’osl continue ( f ). 

V la notion d'in terrain indolinic se rallaohe inu k generalisation 
irnportanle de l’inlc^rale delude. 

Si one four.lion/( x ) delude dans (tr,b) esl non inlO£>rable dans 
{aft) mais inle^ruble dans tout intern alle (a, [i ) intorieur a (a, /;), 
on pent esperer definir one in terrain dans (<7, 6 ) on posanl eu prin- 
oipo la oontinuilo d( k . bin terrain indefinie et < k n appli<|uanl les 
melhodes de Cauchy. 

On veil faoilemenl <pie b k s conditions supposees no sont jamais 
realisees si/*(./.•) osl burner. Mais, si J\x) ibest pas bornoo, on p( k ul 
elre conduit par la melhode do Cauchy a on nombn; determine; 
il cn sera ainsi <m particulicr si, autour d( k a el \f{ ./*) | osl 
infericure a line function d’ordre d'infiixitud< k determine', inferieur 

a i (-). 

On pent refaire an sujel d<^ Pinte^rale clc Hiemaun tons b k s 
raisonnements fails an su j< k l d( k bin terrain de Oau( k by el des pro- 
eedes d( k Cauchy-I )iriehlel; jo n’insisle pas sur ee point { a ). 


0) lai proj»riiSLe relative a (’ensemble des points sans derivee est vraie au.ssi 
pour les integrates par cxr.es el par defaut;nous vemms (Faillours plus tard 
<| 11 **il I<; up purlieu l a tonics les functions ft variation hornec. 

(-) Ifunc manirrr plus gtSnrirale, on pout appliquer tous les theoremes que Ton 
donne orclinairernont ridativemenl a (’existence (Pune integrate quaint la quantile 
plaedo sous to signe (I’integralion devienl infinie, en un point. 

( ;i ) A ces questions sc rat la die imc generalisation de fin teg rale exposee par 
M. Jordan dans le Tome tl de la deuxieuie edition de son Caars tl'Anul i .se. Si 
les generalisations du lexlc permettent de definir t’iniegrale de f{x) dans tout 
interval to eonligu a un ensemble ferine K, M. Jordan appelle integrate de f(.r) 
la SDtnmc des intAgrales dans les intervalles eontigus & K. Pour que I’integrale 
d’une sum me soil la sornrne des integral os, il i‘aut ajoulor que Intendue extiS- 
ricure de K doit £tre nultc. A ees questions »o rattaebent des travaux de Harnaek 
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0 . — Les no mb res derives, 

L’integralion s’applique a des fonclions qui 11 e sonl pas des 
functions deri\ees. Une fonclion nullc partout, sauf pour x — o, 
n’est pas une fonclion derivee, puisque sa function primitive, si 
elle exislail, dcvrail etre continue, constante pour x positif, el 
pour.rnegalif, done loujours constante el cependant. sa derivee ne 
serai t pas nolle pour x = o. Ceci m on ire que les notions d’inte- 
grale indelinie et de function primitive sonl differentes. 

11 semble que Pon ail admis pendant long-temps que la premiere 
de ces notions comprend la seconde et que, par suite, Pintegra- 
tion permet toujours de resoudre le probleme dc la recherche des 
functions primitives. E11 tout cas, an lieu de s’oecuper de ce pro¬ 
bleme, on a etudie <[uels services pouvait rendre Pintegration dans 
la resolution de problemes, generalisations, en des sens divers, du 
probleme des functions primitives. 

Pour Pelude dc ces problemes il nous sera utile de connailre 
quel([ues proprieles des nombres derives. 

Soit/'(x*) une function continue ('), prenons le rapport 

et faisons tendre h vers zero. Si nous assujettissons h a ne prendre 
(juedes valeurs negatives, la ])lus petite el la plus grande des limites 
du rapport sunt les deux nombres derives d gauche an point x 0 . 
Ces deux nombres, (jui 011I etc definis et eludies par P. du Buis- 
Reymond cl JDini, sunt encore appeles les extremes oseiliatoires 
antei'ieurs. La plus pelile limile est \v. nombre derive inferieur 
d gauche, la plus grande limile* est le nombre derive superieur 
d gauche . 


(Math. Ann., Bd. XXI, XXIV), Holder (Math, Ann., Bd. XXIV), de la VallSc- 
Poussin (/. de JLiouvHle, serie /|, vol. VIII), Stolz ( Wiener Berichte, Bd. CVII), 
Moore (Trans. Amer. Math. Soc., vol. II). 

(*) On peut aussi considcrer le cas des fonclions discontinues, mais les deH- 
tions du texte nous suflironl. 
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CIIAHTIUC V. 


En donnanl a h (les valours (><>si li \ os on <1611 ail I os deux n ombres 
derives d droit e on extremes osci llutoires posterieurs. 

Cos <|ualre notnbres, <|ui uo soul pas neeessairenienl Unis, so 
nolo a l 

i A.«, )v/. A ( /; 

si Pon voul rappelcr la fonelion /* el la valour .r (l dual il s’a^'il on 
(•cril X A ,/(.r«), A ff f(.v 0 ) ('). 

La signification gtioinclritjuc <i <: ccs nomlircs esl. simple. Soil ia 
eourbe Y=zf(x) } eonsiderons Fare* AB do nolle eourbe eorres- 
pondanl a l’ialervalle x {) + b)] supposons-l<‘ posilif. Tonies 
les droilos joigmmt A a mi point queloonquo do ABsoal loutes los 
droilos (Fun certain an^lo X A Y. Faisons londro // vors zero, 
Fannie X \ Y varies do lolio maniere quo, pour la valour //, il 
eonlionl Ions Jos angles oorrcspondanl aux valours inleriouros a /t. 

Coo.i suflil pour qu’on on eonrlul rexisleuee d<* droilos limilos 
£ A, A pour X.A ol YA. Les coeflieionls an^iilairos do eos deux 
droilos Iimiless soul less lunnbros derives a droiles. 

On pourra fa ire la figure pour la eourbe r = .rsin-^; pour.r = o 

I ess deux munbros derives inferieurs sonl e^aux a — i ol los deux 
nonibres derives su peri ours soul o^aux a 4- j. Four retie eourbe 
Fannie XAY esl lixe. An eonlraire, il varies pour la fonelion 

• * , . i 

Y ~ x sin -- .r-sm - 
X X 

epii admesl les memes nonibres derives e|u< v la preeodenle pour 

Less noinhress derives p<su\<sal remplarer dans eerlaines etudes 
1 ess tie'sriv<$ess ordinaires. I)ans lYilude <bs la variation d’uae fonelion 
par example : si los nombres derives sonl lous qualro posilifs, bi 
fonelion esl oroissanle; si less deux nombress derives posterieurs 
sonl posilifs, la fonelion <;sl eroissante adroile; si les deux derives 
posl6rieurs sonl posilifs til les deux anlerieurs ne^alifs, Ia fone¬ 
lion ad mol nil aiinimum pour si Les deux nombres de¬ 

rives a droile sonl do sixties eonlraires la fonelion n’esl ai erots- 


( 1 ) On cmploie aussi quclquefois les notations I). , l) , I> + , I)♦ chi d , l> 
\>r 
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satilo ni decroissante a droite de x = # 0 , mais si Tun des deux est 
iiuI on ue pent plus riendire. 

Lorsquo A,/ = \ (l on (lit que la fonclion admet une derives ci 


droite egale a A,/; si A () -: 


la valour de A» est derives 


gauche. 

Si A t t = \t = An- ~ L ; la fonction a une derivee egale a A,/. 
Cette definition est identiquc a la definition classique sauf le eas 
ou Af/ — ziz co ( 1 ). 

Faisons une application de ces definitions a Tintegrale. Le 
I he ore me do la moyenne donne 

/<r[F(a?), a, (3J1L, 

si F est Tune quelconque des trois intdgrales indeflnies etsi l et L 
sont les limites inferieure et sup^rieure de/dans (a, [3); on pent 
meme supposer (juc a est exclu de l’intervalle (a, (3). 

Si nous Faisons tendre [3 vers a par valeurs plus petites que a, 
nous voyons (pie le nombre derive superieur d gauche pour 
x — a cVane des integrates indeflnies dd une fonction bornee 
/(.£•), est an plus egal a la limits superieure de f(x) d gauche 
de a et le nombre derive inferieur de f ( x) d gauche est au 
moins egal d la limits inferieure de f(oc), d gauche de a. 

Supposons que /(a —o) existe, alors les deux limites de f(x) 
a gauche de a sont /(oc — o), done : q uatul f (a — o) existe, Id une 
quelconque des integrates indeflnies de la fonction bornee 
f{x) admet, pour x = a, une derivee d gauche egale d /(a — o). 

On raisonne de meme pour les nombres derives et la ddrivec 
a droit(‘. 

La fonclion de Riemann id d - 1, n’admettant que des points de 

diseontinuile de premiere espece, conduit a une integrale indefinie 
qui a, en tout point, une derivee a droite et une derivee a gauche 
< le term i nee. C’est en somme I’existence de ces derivees a droite el 
a gauche qui a etc demonlrde a la page 65. 

Si /(a — o) et /(a-j- o) existent el sont egales, l’intdgrale de 
f(x) admet la valeur commune de /(a — o) et /(a-|-o) pour 
derivee, quand x = a, (piel que soit le nombre /(a). 


( 1 ) Avec cclte definition y x admet tine derivee deterrninee, -+- oo, pour x =. o. 



























CI 1 APITR 12 V. 


7 ° 

11 exisle pour ies nombres derives uno proposiliou analogue an 
iheoremc des accroissemenls (inis ( 1 ) : 

Si L et l sonl les Unities snperienre et injeneitre tie itint 
que/conque des quatre nombres derives tie la fonctwn j (:r) 
dans (a 7 6), on a 

nr[f(.r), a,b ] < L. 

J(‘ suppose (pie l cl L soienl rclalifs a A,/ el jo vais demoiUrer 
seulemenl (|u’il exisle des valours do A,/an moins ei>ales a 

/•[./V ), a, b]. 

J’adopte pour <‘cda le lang-a^e ^eomelrique paroo <|im 1 mo parail 
plus exprcssif; on le Iraduira faeilemcnl si 1’on \out on lan£>a^e 
analjliquc. 

La propriety esl evidenle si la eourbe C (jui reprdsenlo / (.r ) so 
reduil a la cordc ABjoignant ses extrdiniles (jig. ‘0. 

S’il n’en esl pas ainsi el s’il exisle des points do la eourbe C an- 



dossus de AB (e’esl-a-dirc du eole de y — 4-x>), jo deplaee la 

( 1 ) On sail que cc theoreme s’cnoncc ainsi : 

Si une function/(a?) cst continue dans I’inlervallc (#,£), cl ad met unc derivee 
bicn ddterminee pour cliaque valcur de x intdrieurc a («,£), il exisle un nomine \ 
tie cel intervallc tel qlie 

/(/)) — f {a) r-.f'(q)0 — a. 

Cel dnonedue suppose pas que /'(.r) soil horncc ou indruc finie, mais hi /'( x ) 
esl infinie, ee doil dire -l- », ou x, el non pas ±: x. 
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droilo AB paralldlomonl a elle-memo on A' B' do manioro quYile 
oou po C. 

Au-dossus do A / B' il y a ties aros do G, soil V() lun d’oux. Au 
point P do A' IV, A,/ (it X,/sonl. ovidcmmonl supdriours on au moins 
dgaux au ooolfioionl angulairo do PQ, o’osl-a-diro a /•[ f(:r '), a, b | 
ol la propridld osl ddmonlrdo dans co oas. 

Knlin si C iBa pas do point au-dessus do AB (/if*'. d),jo ddplaoo 
A13 paralldlomcnl a ollo-mdmo vers y r=—oo, el soil A'lB la der- 


b'i£. 3 . 



nidro position dans laquello olio ail dos points c.omimins aveo C. 
Si P osl, Bun quolconque do ees points, cn point A,/ol X,/ *<>nt 
au moins dgaux a /•[./*(./*), o 7 b ]; la propridld osl ddmoulrdo dans 
tons l(‘,s ( k as. 

I >n iheorome preoddonl il resulle quo Les (/autre nomitres 
derives onf La me me /unite su/)erieure et La me me Li mite infe- 
rieure dans tout inte.rva!le . 

(annpamns los Iimilos supdriuiires L (il 1/ d(‘ A„oi A,,. I > uis<pi(‘ A,/ 
a pour liniilo L ol. <|ii(i A,/ osl la limil.o do rapports /'[/(./•), a, [i |, 
on a el ji apparli(imi(int a Binlervalle oonsiddrd on pool 

lrouv(*r a (‘l ji dans (r/, M tols quo /•[/(./'), a? fS | suit supdriour 
a L — £. Le maximum do X^, dans (a, ji), doin', dans (a, b), ost par 
suiUi au moins egal a L *-s. Coei sulTit pour ddmonlror (pm L (il 1/ 
soul dgaux. 

La val< v u r oomm line d(‘ L (ill/ osl. (in memo temps la limilo su pe¬ 
ri euro du rapporl /’[,/(•/')? a, [j |. 

La propridld enoncee pour los limilos supdriouro ol inlerieure 
dans mi inlervalle enlraine la mdmo propridld pour los limilos 
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stiperielire eL inferieure en un point; en particulier, si pour 1’uu 
des nombres derives res deux Jimites sont cgales, i! en rst de 
meme pour les autres, ce qui s’enonee : Si en un point .r 0 dun 
des nombres derives est conti/iu, U en est de meme des trois 
autres nombres derives et de pins !a fonction admct tine de¬ 
rivee pour x = x {] . 

Voici une autre consequence evidente : si les qua Ire nombres 
derives sont homes, i/s admette.nl la meme integrate supe- 
rieure et la meme integrate infer'sure; si run d 3 eux est inte - 
grable, tons le sont et its out mime integrate. 

Dans le cas des derivees le theoreme de Nolle (*)osl un cas 
parliculier du theoreme des accroisscmenls finis; dans lc cas des 
nombres derives le theoreme analogue an theoreme de Nolle pool 
s’enoncer ainsi : Si la fonction continue f (x) s 3 annate pour 
a et bj les limites des nombres derives dans (afi) sont , ou 
toutes deux nudes, ou toutes deux differentes de zero e.L de 
signes conlraires. 

Cet enonee se juslifie en remarquanl. (pie si f ( x) n’est pas 
constant, r[f\x), a, [3] prend des valeurs positives el des vahmrs 
negatives. 

On peut aussi dire : si (a fonction continue f{x), non con- 
stante dans (a,b), s’annulepour a el b, it. existe des points de 
(aff) pour lesquels les deux nombres derives a droite (ou d 
gauche ) sont positifs et non mils el d 9 autres points oil ils sont 
negatifs et non mils. 

La reciproque peut s’enoneer sous la forme suivanle : si l'on 
suit que les deux nombres derives a droite [ou d gauche) de 
f {x) ne sont jamais tons deux de meme sign<\ f( x) est une 
constante (-). 

Parmi les functions continues il faut remarquer les functions 
a nombres derives homes qui possedent beaueoup des proprietors 
des fonctions derivables. Cetle classe (hi lonehons eomprend les 


( 1 ) Ce theoreme s^nonce ainsi : 

Si une fonctiou continue / (x) s'annule pour a et b, cl admel, pour les points 
int<h*ieurs & (a, b) une derivee determinee de grandeur et de signe, finie on non, 
cette derivee s’annule dans ( a,b ). 

" ( 2 ) Cette propriete correspond a la suivanle : Si la derivee (Pune fonetion 
continue est nulle quel que soil x dans ( a.,b ), la fonction est constante. 
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inte^ralrs indefinirs. I,rs fonet ions a nombrrs deriv es homes son! 
relies | h in r lesipielles on a Ion jours 

i /*!/( .*• )> a, | | : M, 

oil M est mi numtiiT li\e. (ai le inc^alile, nmiiiir sous le noin dr 
condit ion de Lipschttz* i ntrrv dans prestpir Ions I os raisounr- 
mnils sur lYxistencc des solutions des equations dillerrnbelles. 
i «eei moot re him porta nee pratique des fond ions a numbers deriv es 
ho nu's. 

Nous re\ ieuih’ons an (lha pit re VII sur leludc de res functions; 
pour le moment il suflira (Ten signaler tine propriety immediate : 

l tie fond ion d n ombres derives homes et in Jen’cut's en 
eaiettr altsofue d M est d variation hortun*, sa ottrift lion lotah* 
etant tttt fdtts Mo dans ttn i tt tet'vu He de tend tie o. 

Soil maintenant une courhr rectifiable 

,r ei t ), y \ i t), z s( l ), 

delude dans {a, h'u et suit s (t ) son are de a a /. 

l/equation ,v i /) s pent dtre resul tie en t ipiand ,v est dans 
fintervallc Jo, .v { h )\ et ibadmrl qu’une solution, saul le ras 
on ,r (Ju y{( \ r *(J ) seraient ronstante.s a la fois dans un inlervalle. 
Saul dans ee ran, f\ s ) est une four I ion rroissanlr hi<*n determiner. 

r .#•[/t .v ■]♦ j j |/I s )|, v v | / ( x )J 

represrn lent la rourhe bounce et les fouelions de .v sont des lone- 
lions routinues a uomhres drri v es an plus r^au\ a i. 

I /etude des eourhes reel if ia Ides, et par suite eel le des functions 
a variation burner, est doin' intirneiiumt I ice a I etude des lonrlions 
a uomhres derives homes. Nous aurons I occasion dr nous srr\ ir de 
cette remarque. 

II rvistr dVdleitrs des fonetions continues a variation homer et 
a uomhres derives non homes, la function .r-siu~ <‘n est tin 
rxrmple. 
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III. — Fonctions determinees par an de tears nombres derives. 

He venous a la recherche ties 1‘onc lions primitives. Le problems : 

A. Trouver une fonction donl la. derives soil une fonction 
don nee , 

n’admel pas en general de solution, \ussi le remplaec-t-on par 
deux autres : 

B. Reconnattre si une fonction donnee esl une fonction 
derives. 

C. Trouver une fonction connaissant sa derives. 

V ces problemcs correspondent les suivanls : 

A/. Trouver une fonction dont le no mb re derive superieur 
d droite (ou Vun des autres nombres derives) est donne. 

B 7 . Reconnattre si une fonction donnee est le nombre derive 
superieur d droite $ une fonction inconnue. 

C 7 . Trouver une fonction connaissant son nombre derive 
superieur d droite. 

Nous allons d’abord preeiser I’indetermination de la solution du 
problemc C 7 en demon Iran l cju 7 une fonction est determines , d 
une constante additive pres ? (juand on commit la valeur ftnie 
de Cun des nombres derives pour chaque valeur Jinie de la 
variable. 

Soienl en diet deux fonelions f K (x) el f>(-r) ayanl en cliaque 
point le memo nombre derive superieur a droite. Nous avoirs, par 
hypothese, 

A r //i(.r) = A,// s (.o 

el aussi 

M' ~ ft{x )J = — A tifiiXU 

eomme on Ic voil en se reportanl a la definition gdomelrique ou 
analytique des nombres derives. Cette definition fouruit aussi 
Fin^gallte 

A/ LA (*)--/* (** ) j < A.fjf\ (.r) +• 1 -/, (* )J 2 A,/1 /, (x ) -f, (.r) 1, 

dans laquelle le lerme du milieu est nul. 
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I ai fonrl ion J\ pr ) ,tj ida done jamais sos deux iioinhivs de- 

ri \ os a droile d ill ore n I s de zi'tii el de memo si$* ne, ello esl, eonslanle. 

Noire proposilion <‘Sl drmonlreo, La drmonslralion nr sn]>}>os<* 
pas quo la lonrlion soil a nombres drrives bornes, mais rile sup- 
pos<* <ju<‘ le uoinbir drriv e donne <vsl lini, sans quoi le lerme du 
milieu, dans rine^alilo (|iii nous a servi, ndmrail aueun sens. 

II sura!I Ires inleressanl <I<- savoirsi, dans inns I< k s eas, mu; lone- 
lion esl determiner, a nm* eonslanle a<l<Iili\< v pres, par lun de ses 
numbers demos; ('rile question n'a pas eneorr ele residue. II Ianl 
mnarqurr quo la question nVsl pas Iranrher, menu* dans le eas de 
la drrivre ordinaire, si Ton admel quune deriver pen! rlro inlini<‘: 
on sail quo deux fonrhons, qui onl loujours la menu* derivee, no 
dillrrenl quo par line eonslanle lorsque retie <l<;rix(*<*• esl linie; 
pour b‘ (*as general on ne sail riru. 

( hi prut reprndant rlendre It' resullal prerodonl a eerlains 
numbers derives non loujours linis, (piand IVnsrmble d< k s poinls 
on le number derive esl infill! <;sl assez simple. Par oxemplo, 
si le uoiubrr Inn \ t tJ( a*) esl donne pour l onto valour de la \ ariablo, 
sa id* pom* I os poinls (Tun ensemble K, la function rontinur /{>*') <;sl 
drtormi nee a um k eonslanle addili\r pres dans loul intervalb; (*oii- 
Ii|411 a K; doin'il on esl aussi de menu* dans lout inlorxalle si K <;sl 
rrdurlidle, eomme on le \oit en reprenanl los raisonnrmenLs 
employes an ( diapit re I, a rorrusiun <I<‘s rrrherrbrs de (lane by (‘l 
I )ii'ield('l. 

Nous aumib uti resullal analogue loules les fois <pu‘ nous nm- 
naitrons uti ensemble solution de Tun des problemrs sui\anls : 

lb bln <fuol rnsonddr do points sujjil-H dr ronnaUrr la 
tlrrioro Jinio (V a nr fonrtion pour </ur rrt to fonrtion soil dotor- 
minor a unr mns/ttnto ndtlitior ftros? 

I V, bln (fur! onsombto dr points sufjit-il dr roniatttro la 
valour Jinio da notnla'o dorior suporiour a droitr d’unr func¬ 
tion pour ([at* <'ott<* four don soil drtormi nor d unr ronstantr 
addition pros? 

Nous venous de oiler tine fa mil It* dYnsrmhles repondanl a la 
question : les ensembles reduelibles; on doll a Ludwig Schoolin' 
urn* solulion plus ^*r no rale : 

f no fonrtion ost drtorminoo, a unr ronstantr addition pros. 
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quand on commit pour cfiaqur valour dr j\ .svm/’ peut-etre 
pour cellos (Fun ensemble donombrabl.r 1% la valour finie du 
nonib/'e derive superieut'd droito do ootto fonotion. 

Soient f\(%) ot/:>(.**) I ( ‘ s <l <m ix functions avanl on general le 
mniHi nombre derive* superieur a <lroil<* (ini; nous allons demon- 
1 1 ’(‘r <pie I’on a toujours 

J'\ (r)—J\(.v) —J\{a) — /*(«), 

et pour (‘.ola nous denionlrerons <|ut* IVi^alitr 

(i ) j\{b) — J\{b) ./i(rt)— I* 

oil H est diH'erenl. de zero est impossible. II stiflit dc‘ oonsideror In 
oas ou H est positif, puisque 1’autrc (‘as s<* reduit a ochii-la par l(‘ 
chan^cment de /, et./o; do mdme on pool supposer b j>a. 
(Ynsiderons la function 

?<•(#) - c{oc — a) -h/i (r) —/ 2 (a?) —f\(a) J\(a) -i- , 


dans laquello a est unc conslante telle quo 


Vlors 


__ n 

( b — a ) 


. \ 11 v , i t u . 

o r ( (&) <», o r ( b ) :-•= e ( b — a ) — — * o ; 


la lonelion z> r elant (‘onlinuo s'annule onlro a et b; soil j' r la plus 
grande des valours (‘onipris(‘s ontro u ( i l /;<pii annulc o r . (hi a 
(H idemmen l 

A,/ <?<• () v, <>, 

Oil pout oonelui‘(‘ d<‘ la (|ii<‘ t‘sl (Mi un point dr K. 

Il.n (dlol,, nous avons demon Ire, pa^e y/j, (pie pour tout point 
n’appartenant pas a K, on a 

'-•At*)] j«>; 

done pour ee;s points on a ; 

*V/o c (.r) j c > o. 

f i| 

V elianne valour o delMntervalle o — — 

L 7 *(b—«) 


correspond ainsi 
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tut | >< > i11( do K. Mats, si r et r, soul dillerenls, 

car lY^alitd 

'fv< .*> ) f f<’ ( ( ,r « ° 


out rainc 


ct.r,. * n > e t (.r,. ( —-<t ) 


el Ic soul, 

1 1 1 


cl ,r t . <*sl diHerent tie <7. 

Lone, pour < | tu* IV^aiilc t i ) soil possible, II fan I <pio K ail la 
puissance du emitinti ( 1 ). 

I no consequence de cello propriclc, signaler par Ludwig 
Schooller, est qiMiiie lonotion csl ddtermindo (piand on commit sa 
<h*ri\do pom* tonics ios \nlems irral ionnellos. Mais tint* function 
n os! pas determiner tptand on connail, j>our clia(|tic > alour ration- 
nclle dc j\ la \ alcur I*nide sa derisco. Poor Ic prou\ei\ 
soient ,r,, ... Ics nombre.s ralionntds positifs. Traeons tm inline 

\alle o f ill* longueur ineonHnonsnnddo, ay an l x { ('omme milieu. 
Soil Ic premier dos ./*/ ne faisant pas partio d<* o, ; lradons tin 
inter utile tie longueur i ne t mi mints uralde, 1 1<* milieu *r a ol nVmpie- 
t.uit pas stir o,. Si j' x% est le premier des ,/y <pi! in* fail parlie ui do 
ui dc Oj, j' x% est le milieu d’uu inlenalle incommeusuraI)l< > 
nVmpietant ni stir o,, ui mu* o a , et ainsi de suite. 

La function f\ ,r l c^alc a la solium* ties longueurs des inler- 
\allos o et des parties d'inlervalles o, eompris <*nln* o cl .r, esl one 
function continue croissanto tie j\ qui admet -h i commi* dori\ e.o 
pour I on It's | c s \ a leurs rat ionnellos de.r. Ll ci*p<*n da ul cello function 
uVst pas neeessairemeut de la forme./* \ const,, puisquo /’(-Hoc) -/’(o') 

est la sommo des longueurs des 5, sommo qui a telle \alour posi- 
ti\ e (|tie Ton \ cut. 

I at lonetion continue /fa*)- i n est pas conslanh* (i dans lout 
inlerwille il c\istc des points on sa deri\de est nullc. 

(Test a ('occasion ddnte fonction donl la dcri\ee s annuli* dans 
tout tutor's idle quo Ludwig Srlu*e(ldr a entrepris s<*s reeliere.hes sur 
la determination d'lino fonrlion par scs ddri\des, 

(iiitumo fomiions dont la ddri\de s anuulo dans tout intervalle 


I ‘ i La (IrmuusttMli<m pive.edrnU* cstl, i\ tres pru jars, relit* tie L,Sr.hecfler. J id res- 
jirfli* itusst sun main it csl, bun tit* i*t*uuu'<|ut*r <jue lu tMtnon.strul i<>n sup¬ 

pose hcuiIc intuit t|tu* K n'ii pits lit puiHSii fiee tin eon tin u, t !<i tjui ne si^nilie pout- 
iMre pus tjut* K est tleuombfahie. 
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nous pouvons encore citer la fonclion ^(x) 7 page i«>, la torn' 
tion %(x), page 55. 

La demonstration precedenle est assez artificiclle, oil voiei uno 
a ulre: 

Les deux fonctions f\ et /> ajanl meme A d en tout point, said 
peat-etre aux points de E, la fonotion / (x ) ~ —/> a, en tout 

point n’appartenant pas a E, un A a posilif 0Ll nll l 1111 ^ n ugaliJ 
OU nul. Si a est untel point, faisons-lui correspondre le plus grand 
intervalle (a, a-j -ft) tel que Ton ait 

f(* + h) -/(a) < eA. 

Supposons les points de E ranges en suite simplemenl infinie, 

x 2 , .A x n faisons correspondre le plus grand intervalle 

(#„, x' n ) tel que Ton ait 

Chaque point de (a, b) est maintenant I’origine d’un intervalle o 
attache a ce point; nous pouvons couvrir (&, 6), a partir de a, a 
1’aide d’une chaine d’intervalles 8, page 63. Servons-nous de ees 
intervalles pour calculer/(6)—/(a), nous trouvons que cello 
quantite est au plus egale a 

t'Zh- heS — i £(/; — a -+■ i); 

fl ~ ' 

or s est queleonque, done /(b) = f(n ); et, puisque ce raise line¬ 
men t pourrait etre employe pour une parlie queleonque de (a, 6), 
la fonction f(x) est constante. 

Ce mode de demonstration conduit a un autre resullat. Suppo¬ 
sons que E soit, non plus necessairemerit denombrable, niais seu- 
lement de inesure nulle. Cela veut dire que les points de E peuvonl 
etre reconverts a l’aide d’une infinild denombrable d’intervalles d 
dont la somme des longueurs est aussi petite que I’on veut. 

L’intervalle 3 attache a un point ne faisanl pas parlie de E a 
dte defini. AunpointP de E nous faisons maintenant correspondre, 
comme intervalle 8, l’intervalle o 1 dont 1’origine est P et dontl’ex- 
tremite est l’extremite de l’intervalle d contenant P. 

Nous recouvrons (a, b) a partir de a a 1’aide d’une chaine d’in¬ 
tervalles 3 et S< ; cette chaine donne, comme limite supdrieure d(i 








LA UKOIIMKCIIK 1>KS FUNCTIONS IMUMITIVKS. 79 

rauoroissomunl j\h) ■ - J\a ) du/\.r ) dans (</, h ), lu nomluv eil// 
au^muntd do la smninc <los auuroissumunts do /‘(.r) dans los iuiur- 
vallus o,. La soiiiiik' A d(‘s lon^uuurs dus 3* osl, plus pulil.u <piu la 
somniu rulativu au\ d, dour olio osl aussi polilu quo Lon \<uil. (Ida 
no purmut pas (Ten uonuluru on ^dndral <|u< k la soiiiiik* oorruspon- 
dantu dus auuroissumunls < 1<* f(x) osl aussi polilu (pn; I’on \out; 
mais si J\ [x) ut f> (x) out d(*s nombrus <I<*ri\<Ls iiduriours on 
valour absoluu a M, rotto soiiiiik* osl infdriuuro a \insi : 

Une function J\x), d n out h res derives homes, est deter- 
miner, a tine const ante additive pres, (/a and on connate son 
nombre derive superieur d droite, poor tattle valvar de x saitf 
pour relies (Van en sent hie de me sure n ulle. 

(lot duo nod no nous fmirnit auuim runsoiguumcnl rulali\uinonl 
a rinddlonninatiou du problumu (7 ([uand lo nombre ddrivd donnd 
dost pas bnrnd, puistpio f(x ) osl supposdo a nombrus ddrivds 
bounds. (lotto ruslriulinn osl dailluurs nduossairu : la fonolion i*(), 
pajj;u nf> , nVsl pas uni* uonslanto, <*l Ic. a sa ddrivd<‘ uullu parloul, 
mud* punt-dtru au\ points do X cpii usl do musuro nullu, 

Ia\s thdorumus pruuddonls pouvuut dlru avaula£>uusumunl loans- 
formds ; pour uus toanslbomalions jbililisurai uno £»dndralisalion 
huuruusu do la notion do limitu infdriouru <*t supdoioui’u <|iti osl 
duo a M. Hairo ( 1 ). 

Suit inn* in nut ion J\x ) ; la 1 i i n i t < 1 supdriuuuu do J\x ), dans tin 
inUT\allu ( a, h )* osl tin nomboo L tul <ptu I Ynsumblu L(/>- m) dus 
poinls x dv {a , 6j, lids tpio j\ x ) soil stipdriouru a ///, uxislu dus 
quo nt (*st iufdriuur a laudis (ju'il no uonliunl utiuun point pour 
nt ;> L; la limitu in fur ion re do J\x ) dans Lintonalb* (<7, h) pc*ul 
so ddtinir <l<* indnio. 

II oxislo do mdmu tin nonibro L, t<*l <pn* IVusumblu \i[f;,>nt) 
osl ddnomboabb* pour nt v « L| (*t no Lust pas pour /// -< L|. (a* 
nombro L ( osl appuld par t\L Bai ru la Innite sttperteure de J{x) 
dans ( a, /> ), t/aand on negfipe fes vnsvrnh/vs denomhraldes, 

(lot oxuntplo suflini pour lairc* oomprondro o<* <pdil laudra 
ontcuulrc* par la limitu supdnouru mi inldriouro, dans un intor- 

(• j TtuKr : Sue les fond ions rtr variables reviles (. innuli dt Matcmutica, 

KJOII ). 
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\alle on eii un point, d’une fonelion qua ml on iles en¬ 
sembles denombrables, ou les ensembles non douses, on les en¬ 
sembles de mesure nolle. Si, on negligoaul eerlains ensembles, on 
oblient des liinil.es inferieure ot superioure egales, on pourra dire, 
qida oes ensembles pres, la fonelion esl eonlinue. 

Ces definitions posccs, u>ici Ics deux propositions quo j’avaisen 
vue : Les lunites inferieure at superioure (Tun nombie derive 
soul les mimes, que Von neglige on non les ensembles denom- 
b rabies, 

Les Umiles inferieure el superieure d'un nombre derive 
borne sont les m ernes, <[ue Von neglige ou non les ensembles 
de mesure nulle. 

Je demontre par excmplo la premiere de oes deux propositions. 

51 les limites superieures L et L, d’un nombre derive A f /^p(;r), 

oblenues en tenant eompte puis sans teuir coinpl(! des enseinhle.s 
ddnombrables, sont indgales, et si k esl im nombre lini eompris 
enlre L et L,, 1c nombre derive A,/ — k |<>si negalif sauf pour 

les points d’un ensemble denombrable pour lesquels il est positil*. 
Or ilsuffude ropromlro, en le modifianl legeremeul, Fun ou Pan Ire 
des deux raisonnements <pii nous onl eonduits an ihenreme de 
Sehecttcr, pour voir que eela esl impossible. 


IV. — Recherche de la fonction donl an nmnbre derive 
esl eonnu. 


Nous allons essayer de resoudre les problemes IV ot (3 ; dans \v 
eas ou la fonelion /’(j?), donnee eomme A,/, est bornee. 

Divisons Piulervalle posilif (<7, b) en intervalles partiels. Dans 
(a, (3) les limites inferieure et superioure de /(./;) sont / el L, 
done on a, si F est la fonetion eberebee lollo que 

ArfF(a?) = /(.?■•;, 

(li-a)l 1, : F(fO - F(a;<(p - a) I,. 

Si nous faisons la somme des inegalil.es analogues, relatives aux 
intervalles partiels, nous avous, en faisant teudre ees intervalles 










i.v ui;< iu:uoin: in.s i-'onctions rum navies. Hi 

V <Ts /Ol'O, 

/ V//< l i/.r K(/0| - « | ■ I 

I )r <*r|tr i nr^.d i t< * il ivsullr rn partirulirr qur : si dun des 
tmtnbrt w r/ertces <1 u ne J'nnettun J (,r) t*sf t nt<><>'i'(tble., (tuque! cns 
les (mis a u fees ft* snnt attsst et ont menu* integrate , son into™ 
**rafe t tub Jin it' t'st de ia forme f \ : r) { cons/.; el eel cnonce., plus 
partirulirr rnrorr : lorst/u' une derieee est inte*>'r(d)le, il y a 
identite enter st's Jn/tefiotts primitives el ses integrates inde¬ 
finites. 

(a*H ritottrrs s appl iqurra irnl r\ idrmmrul an <nis oil la fonrtion 
donnrr drv irndrail infinir an \ oisina^r 1 1 <\s points (Tim rnsrmblr 
rrdurtihlr* a rondition dVmplovn* la ^<*iumui Iisalion <l<‘ Pintr^'raln 
41iti a rtr indiqurr paj^r qb. 

Si units teiHiiis rnmplr drs lhrorrmrs rnonrrs a la lin du Para- 
^raphr prrrrdrnt, nous u>yims qur si Ton ronnait parlon 1 Ir 
nombrr drrivr, sauf pour Ins valours (Pun rnsrmblr drnombrablr, 
<ni si <m 1 «‘ rumiatt partout, sauf pour Irs va I<mi rs (Tun rnsrmblr 
dr ntt'Htnv n it I It % rt si I on sail dr plus qtdil rst borin', — on prul 
rnrorr appliqurr Irs throrrmrs prrcrdrnts, a rondition dYitrndro 
Ion intr^ralr** qui \ li^urrnt a I'rnsrmblr dans Irqnrl on ronnait Ir 
nombrr drrivr, 

\ rrttr rrnuirqur sVu raltarhr unr atilrr pi us imporlanlr. Lr 
ran dans Irqurl nous savous rrsotidrr \c problrmr ('/ rst <‘rlui on Ir 
nombrr drrivr <lomu ; rst intr^rablr, Or nombrr drriv r a alors drs 
points d* % mntinuilr; rn rrs points il > a unr drriv rr r^alr au 
nombrr drriv r donnr, rl Ton ronnait partout la drriv rr <b‘ la 
bmrtion inronnur, sauf au\ points dr disrontimiilr, rVsl-a-dirr 
sauf au\ points d'uu rnsrmblr dr mrsurr nullr. II suflirait dr sr 
srrvir drs \abmrs romiurs dr la drnvrr pour avoir la fonrtion. Lr 
ras rrsolu du problrmr (/ sr ramrnr dour ru rralitr au pro¬ 
blrmr C, 

I,rs raisonnrmrnts qtii prrrrdrnt nous prrmcl.lrnl dr repondrr 
au% questions II rt IV dans tin ras important, rrlui oil la fonrtion 
donurr rst intr$*rnhb\ Pour rrrommilrr, par exmnplr, si unr 
fonrtion iutr^rablr donnrr f{jr) rst tun' dcnvfm rxacte, on for- 
intrgralr indrlimr K (,r), puis on rrrhrrcbrra si 

(> 


inrra son 
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On a done unprocede regulier de calcul permettant de reconnaitre 
si f est ou non une derivee exacte. II est vrai qu’il faut reclierchcr 
si une certaine expression a ou non la limite conniie f(x); mais 
une derivee etant par definition une limite, il est peu problable 
qu’on puisse remplacer le procedy de calcul indique par un autre 
dans lequel on n’emploierait pas les liniites. 

Nous avons trouve une condition necessaire et suffisante pour 
qu’une fonction integrable soit une derivee; elle ne se pr^sente 
pas sous la forme que Ton donne habituellement a de telles condi¬ 
tions. Le plus souventon enonce, comme condition necessaire et 
suffisante pour fexistence efun fait A, fexistence d’une pro¬ 
priety B qui accompagne toujours le fait A et est toujours accom- 
pagnee par lui; mais, pour que Ton ait autre chose qu’une tauto- 
lo g'ie, il faut que Ton connaisse un procede regulier de calcul 
permettant de savoir si l’on a ou non la propriety B. C’est ce pro- 
c^de qui a ete directement donne pourle eas qui nous occupe. 

Si fon dent aenoncer la condition necessaire et suffisante Lrouvce 
sous la forme habituelle, on pourra, comme le fait M. Darboux, 
appeler valeur moyennedans (a, b) d’une fonction integrable f (x) 
i r^ 

la quantite j f(x)dx] puis on appellera valeur moyenne 

a 

au point x 0 la limite, si elle existe, de la valeur moyenne dans 
(x 0 — Ji , x 0 -i- A'), quand les nombres posidfs h et k tendent vers 
zero; et fon a fenonce suivant : 

Pour qu’une fonction integrable soit une fonction derivee, il 
faut et il suffit qu’elle ait en tout point une valeur moyenne ddler- 
minye et qu elle soit partout ygale a sa valeur moyenne. 


f(x) = lim 

h — C 


F (x -b h ) — F ( x ) 


V. — Uintegration riemannienne consideree comme Vope¬ 
ration inverse de la derivation . 

Nous avons vu que fon a gynyralise de diffyrentes manieres le 
probleme des fonctions primitives; recherchons maintenant si f une 









S3 


i.v iu.< anatom-: dks ponotions piumi nvi-:s. 

<i< v uus ^unoralisal ions pormul do oonsiddrur rinld£>ralion au sons 
<l<‘ lUomann (‘immir lu problumo invorso du la ddrivalion. 

Si nous nous rappulons <pt line inl.dp'alo inddlimo admul. oommo 
dunvuu la lonolion intu^ruu <mi Ions lus poinls on oollu-oi <;sl. uon- 
fimn\ nous sommu.s uonduiIs a nous posor, a\uo ML Yoll.urra, lu 
problumo stiixanl : Huuhuruhur imo lonolion oonlinuo qui admollo 
uiio lonolion bornuu dounuu / (,r ) pour ddri\ do un ions lus poinls 
oil f { .r ) osl uonl inuu [ 1 ). 

( ,u problumo osl loujours possible, car lus duu\ inld^ralos par 
dufaul ut par r\nS du/\,r) rupondonl a la question. Mais il osl,on 
^onural induturmmu, u usl-a-diru quu lonlus sus solutions no soul, 
pas oomprisos dans uno Ibrnmlu do la formo F (.r) + eonst. 
Sau*s<pio / (,r ) n osl pas int durable, le problumo osl. ton jours indd- 
turunnu. S! J (y) osl inld^rahlo, il so pout quo lu problumo soil, 
ddturmind; u ust lo (‘as <piand I\ k ns('tnhl<* dus poinls de diseonti- 
ntiild <‘st rdduetible, mais il so pout aussi qu’il soil inddlermind. 
II un <‘st ainsi lorsqtic IVnsumldo dus poinls <l(‘ dis<‘onlinuild uon~ 
tionl un ensemble parlait K; nous a>ons appris, pay id, a former 
un<‘ lonolion oonlinuu non parloul eonslanle, mais oouslanlo dans 
lout i1 1 1<‘r\alio eonliy a K ; oullu lonolion, a jo tilde a mu' fone- 
tion solution du problumo propose, donn<‘ uno nonvidlo solution 
do oo proldeme, 

\iusi notr<‘ proldeme eomprend uommu (’as parti<‘u 1I<*r le pro- 
(dome do Lintd*; ration inddlimo riemannienne, mais il esl plus vasle 
([no oo dornior problumo. 

Proposons-nous inainlonant du ironvnr unr /one(ion a no mb res 
derives homes t/ni ndmetie nne /auction born do don nr a f (./') 
eomme dertvee en ions fes poinls oh f(.r) est coni in nr, 

( Y nouveau probleme esl loujours possible ot admot, eneore pour 
solutions l<‘s dun\ inldyales de f(j') ; mais, si f(j') esl ini,durable, 


( 1 i Kn real it e M. Vnlterra recherche les functions qni admoltenl / ( x) pour 
drmiT cn tons 1 ph points (jui nr sunt ni des points de discontinuin': de /*(u?),ni 
drs points limitcH do diseontinuites. lie plus M. Volterra suppose implicit,ement 
qur It*s functions dont il s’oerupe ont des nombres derives bornes. Pour ees deux 
raisons les renultats (ju'il obtient ne sont pas e.eux du textr; d’a il lours toute 
fouetion est tHidemmenl solution du problernc do M. Vo I terra, si les points de dis¬ 
continuin'* de/(.r) ferment un ensemble part</ut den^e, tandis qu’il n’y a que 
de» bmetiouH tren parlieutieres <jui salisfont k I’^noned du texte. 
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il est determine, car la derivee de la lonclion a nombres derives 
homes cherchee est connue parloul, sauf aux points (Pun 
ensemble demesure nulle. Ge probleme n’cst done determine que 
pourles fonetions integrables; lorsqu’il est determine, sa sol til ion 
est Pinlbgrale indefinie def(.jr). 

Nous pouvons ainsi, cn un certain sens, considerer Pinlegral ion 
rieniannienne comme Poperation inverse de la derivation. 
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I, I NT M. It \ t. E DO FI NIK \ id A IDF 1) K S FUNCTIONS 1> It I M I T ( V F S . 


I, Itechcrche dtrectc ties /auctionsprimitives. 

Non** a\uns oblonu ties ll too remits pormollaul ihdoriqucment, 
duns dos oas dlondus, do rooonnailre si um; function dounde osl 
unc function ddrivdo ut, s’il on ost aiusi, d(! Irouver sa function pri- 
initHo, Kn real ltd, tin soul do uos llie.ordines ost employe couram- 
inont : (onto function continue ost uno function ddrivdo. (pliant an 
oaloul eileotif dcs functions primitives il no so fail, jamais an moyen 
do I'inte^rale delude {'), mais a IVido dos prooddds eonnus sous 
li* unm dbntd|»ration par parlio ot d’intdgralion par substitution. 
Cos dou\ prooddds s'applbjuetit, qu'il s’aj’isso do fonolious <‘Oii- 
limios on non. 

On pout atissi utilisor lo thdomne suivani : U/ie seme tint/or- 
me me tit conecrpcnte tic functions di* riee.es represente ane 
function tic mere . 

Sn function prim it ice s'ohticnt en faisttnl tasornme desfonc- 
tions pri mi tiers dcs termes dc lu sene don nee, les eon stem tes 
riant c/ioisies dc manicrc t/tte la std'ie, obtenue soit e.oneer- 
<*ente pour data* dcs oatetirs tie la variable . 

Stiiont 

f iti l Ui i . . . "» It \ I . . . H On I" C f f $n H r Jt1 

)■' [1, i li, i ... (I, i-... I U„ i- H„ • S„ -i- K„ 

i ' ) (.rpeinlaut 1 1 ml pariois povsibl,' dVllroltU'r prtUtt/ueitit'iil la recherche 
■l ui.r fom ttmi primitive a 1‘ui.lr il’inl^ralcs dtWlnies. On trmivera nil exempie 
,1’uitr Idle rcrlirirhf .Inin Vlntrmtuelion it I'rtittle tit’s functions d'une ,'(triable, 
rimite dr M, J. Tauiwrs» )». *K'|. 
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la serie donnee el la serie dcs fonclions primitives, laquelle csl, 
par hypolhese, convergente pour une eertaine valcur x () . 

Choisissons n assez grand, pour que Lon ait, quel que soil 
p positif, 

l I c, 5 

le theoreme des accroissemenls finis do nne, si (<?, b) esl 1 inlcr- 
valle considere, 

| S /M - p (>) — $ n (x) | < £ l X — I H" | S/h-^^U ) - $„(#•<,) | 
i z(b — a) H- | ) — S„(.r 0 ) |. 


Cette inegalite montre que la serie F est uniformemenl eonver- 
genie dans (a, Z>), puisqu’elle est convergente pour x Q . 

Evaluons le rapport 


/•[ F(a?), x, x -h A] = 


Ffr-f-/0 — F(r) 

h 


AF (.r), 


A F = A ■+■ A R/j = A S„ -+• lini A (^/?) • 

p ~ oo 


La quantile A(S n+p — S„) est infcrieure en valcur absoluo a s, 
d’apres le theoreme des accroissemenls finis, done, si Ton fail 
tendre h vers zero, l’une quelconque des limites do AF nodi Here 
que de e au plus de la Jimile s n (.r) de AS,/. Puisque e esl quel¬ 
conque, il est ainsi ddmontre que F (x) admet /(x) pour derivee. 

Ce theoreme nous permettra d’employer le prineipe de conden¬ 
sation des singularity a la construction de fonclions dcrivees. 

Lorsqudune fonction derivee est donnee par une serie de 
fonctions derivees non negatives on pent prendre les /auctions 
primitives ter me a ter me a condition de choisir les eonstantes 
de maniere que la serie obtenue soit convergcnte . 

Pour le ddmonlrer, je conserve les notations prceedonles, el je 
suppose, pour simplifier le langage, que la sdrie F soil convergcnte 
pour Porigine de Tintervalle (a, b) considdrd el quo U<, IL ... 
s’annulenl pour x = a. Soit 3 celle des fonctions primitives de f 
qui s’annule par x = a. II faut d^monlrer que F = 3. 

Tous les U; sont positifs, done S„ croit avee n. Mais, puis({ue/ 
est au moins ^gale a s, n §{x) est au moins t^gale a el S n (x) 

tend vers une limite F (x), au plus 6gale a 3(x) 
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ho memo raisonnomrnt applique a rinlervallr posilif (.c, :r \~ h) 
monl roqtioJ' (.r \- /t) $ ( :r) est an moins c£>ale a I 1 '(.-/? h) - - P (:jc) , 

et parsuite/*(./* ), ddrivoe do J< (,/•), osl. au moins e^ale a A^I^(.r). 

1 hauler pari b\,r i //) <*sl superieurea S„(.r H- //) — S„ (. 7 ?), 

done A,/Im.o) osl au moius dpdo a la <!<'ri\<*<* s n [:c) do el, 

puisquo // <‘Sl qurleonque, \f P (,r) osl au moins i^alo a /’(.r), 

P {J') a done* uni* do river a < 1 ro i U‘ e^alo a /{<*') ; on raisonnaul ilo 
memo sur P 1 nt<*rva 1 h" nd^alif [,t\ .r - //), on voil <|ii<‘ P (.r) admol 

aussi /’( ,c ) pour dtVivee a ^audir ; It' thooreme osl. demo litre. 

Nous pou\ ons dirr aussi : ,v/ dcs functions tic rivers f n tendant 
ett croissant ccr's two fofiction dcriccc / leurs functions primi¬ 
tives temivnt vers la /auction primitive def{ ,c) si ics constantcs 
softt ehoisics conectt<tblentcnt. 

( hi prut eerier on olio I 

J J\ s (,/*r J 1 > M,/.*r1 

et tons los tonnes, <ju 1 soul dos fonelions derivcos, soul positiIs, a 
ro\(*option pool <Mro du premier. 

I a* ihrorrmr est encore vrai si 7 au lieu do considcror dos fone- 
lions J), ( ,c) croissant aver I’onlier ft, on eonsidore dos fonrlions 
deriveos/’i %) croissant aver lo parameter a, el tendanl vers uuc 
function deriveo f quand % haul \ors a„. 

ICnfin, il Caul roinanpirr qu’il csl ncoessaire do savoir quo la 
function j\ (unite ou somme, osl line fonolion deriveo, pour avoir 
|o droit d'appliqnor lo thooreme precedent : la fonolion 

J\ 2 } r x * 3 

tend on croissant, quand % augment,e indolinimonl, vers la fono¬ 
lion f{J') partout nullo sauf pour ./• o ou rile est e^ale a — 1 . 
dependant j\ n\ %) osl uno fonolion ddrivoe ol /(.r) u’en osl pas 
tmo, 

(los dou\ propriotos vont nous permottre <PoiIc'rtm*i' la recherche 
dos functions primilivos dans dos eas etondus. 

"Tout d’abord, quand unc fonolion est la somme d'une sdrie uni- 
jdrnioment ouuvr^rntr do functions ddrivees, o’osl unc fonolion 
deriveo dont nous savons Irouvor I os functions primitives. Voici 
one* application theorique importante. 

Soil uno function continue/(.r) definio dans (a, />). Marquons 
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les points ,/.* 0 = a, x 1? £n- b [»i‘is assez raj>j>r<x'lu's pour 

que, clans (j"/ ? ), Poseillalion de /‘soil infrrirure a &. 

Dans la courbe y = f (.r) inscrisons la li^ne j><>l>$;o~ 

naley ~ <p(j?) donl les sommels onl pour abscisses .r<>, .... 

f (x) el ff (#) diHerem de tnoins d<‘ *. d’esl din* que o (.r) 1 <*ik 1 
unifonnemenl vers(piand s lend vers zero; il nous sullira 
done de demonlrer que z> (.r) esl une fonelion <lrri\ro jxnir <|tte 
nous puissions affirmer qidil en esl dr menu* d(*/ (,/•). Mais o (./•), 
elanl dans (,r/, .£4.,) le poJynome du premier d(*^re 


cp (at!) -+- (X 


r 


esl. la derivec <l(*. la fonelion ronlintie qui, dans 
definite par 




<P(x) — ^(Xj—Xj-i) 


f(Xj) Jurj-i) 


1- 1 


H- (a? — x,') f (.r/) 


(Jf — )» 1 ) 

•a . 4 , , - 




/ MV » 

*'7 


esl 


II (*.sl dei non Ire que Louie fonelion continue <>st un<> function 
derivee , el eela sans avoir ree.ours a Tinle^ralion (‘ ). 

Lorsque nous saurons mellre une fonelion sous la forme d'une 
scrio de fonelions derivees loules d( k nn'mc si^ne, nous nitrons itn 
proeedd readier de ealeul permellanl d<‘ reronnatlre si f <*sl une 
derivee exacle, puisque la fonelion primitive d<‘ f ne pent etre aulir 
<|uc la sotmne des fonelions primili\ es <I(*s lermrs d<* la serie donnrr 
(compares p. 8a). 

Ainsi les deux llteoremes sur l(*s fonelions primiliv<‘s d(‘s series 
nous permellenl d(‘. fair<^ dans certains eas, relativement a la deter¬ 
mination des fonelions primitives, re quo les iheoreines sur l inle- 
gration nous permellenl de faint pour les fonelions integrabhs. 


( 1 ) On pourraiL <Hre Icnle, pour appliquer lo lh6oremo sur les series uniforme* 
a Hint convergenlcs de derivees, de s*a ppuyer sur eette proposition, dm* a 
Wciorstrass: Louie fonelion eonlinue esl represent al)i<‘ par une st 4 rie uuiforimhnent 
convergence de polynomes. Pour (jue re lie met bode eonvienne pour !e but que 
nous avions en vuc, il fanl avoir soin de demonlrer Jr theoreme de Weterstruss 
sans sc servir de Pinttfgralion. La ddmonstral ion que j’ai denude dans le Hut let in 
des Sciences mathematiq lies de 1898, dans une Note Sur Vappt 'axi m a turn des 
fonelions, satisfait «'i untie condition. 
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J(‘ laiss(» de cole les reinanpies analogues r<‘ialivc*s a la recherche 
dhme (onclion a<Iin< k ManL pour notnbre derive une function denude. 
J(‘ vais indupier (pielques proprieles des fonelions ddrivees <pii 
permellronl parlois de reeonnailre innncdialemenl <pdune lone- 
lion donnee n’esl pas une fonel ion ddrivec. 


II. - / > ro/)/ , ietes des /onelions derivees. 

Una fond ion dei'iee.e no pant passer (V ana valeur a une 
autre, sans prendre to at as las va tears inter mediair as . Suppo- 
sonSj an olfel, <ju<; I’on ail f f (a) ^ A, f ! (b) B, el soil C mi 

noinbre eompris outre \ el B. On pout prendre It posilif asscz 
p<- 1 i l. pour quo r \ /{:*'), a 1 a- 1- // | * A f(a) soil eompris enlrc A, 

(‘l(l el quo A j\b — • h) soil eompris <‘ ill B eld. La lone lion A J\x) 
esl, h dlanl fiv<‘, une function continue de x ; <|uand .■/; varie de a 
a It - h olio passe (Tune \alour comprise <*ixlre; V el i \ a mil! valour 
comprise <‘iilre B el 0, done pour une eerlaine \aleur .r 0 de 
{a^ h h) on a A /'(.r 0 ) ~~ (), Le iheoromedos areroissemenls (inis 
monlrc (pie dans (./•„, .r„ h) il exislc imr \a!eur e idle quo 

/'(<■) /U')- 

Les fonelions ddmees jouisscnl done de Tunedes proprieles des 
fonelions continues. M. Darboux, dans son Mcmoirc Snr les 
font'lions diseonttnites (0, a boaueoup insisle sur cello proprielc. 
()n avail pris, <‘n h’raneo, I’habiludo de delinir uuo function eon- 
linue e<dle <|ui ne pent passer (Tunc 4 valour a une a litre sans passer 
par loules les valeurs inlormddiairos, el Ton eonsiderail cello deli- 
nilion oomme equivalenle a cello de Cauchy. M . Darboux, c|ui 
(‘onslruisail dans son Memoiro des loin 1 , lions ddrivees non eon I inn os 
an sens de Cauchy, a pu monlrer (pie les deux delinilions do la 
eonlinuile dlaicnl fori dilfdrenles ( :l ). 

II esl facile de eiler des fonelions discontinues <pii no passenl pas 


( 1 ) Ceci ue suppose pas que, f'{x) soil finie, mais sculemenl quo /'(.r) soil 
towjours hirn delerminde cu grandeur el siguc. 

( 2 ) Annates de f’fu'ofe Nor male t 

( :t ) On me permellra de signaler <jiiV.ii ipo'J on enseignail euc.ore duns tin lyeee. 
de Paris la definition eriliquee des 1870 par M. Ilarhoux. Cela esl (Fautaal plus 
elonnanl <jue la firopriele <{ui (‘Si euoaede dans la definition de Cauchy est celle 




















9° 


CHAPITHli VI. 


(Time valeur a une autre sans prendre, une fois au moias, chaque 
valeur intermediate. C'est le cas de la fonction egale a silii; pour 

x y=. o et a n’imporle quelle valeur de J’Jnlervalle (—i, 4-1) 
pour x = o. 

II est assez curieux qu’une fonction puisse jouir de cette pro¬ 
priety qui a ete prise pour definition de la continuity et etre ccpcn- 
dant discontinue en tout point. Pour construire une telle fonction, 
j’ecris le nombre x, pris entre o et 1, dans irn systemc de numera¬ 
tion, le systeme decimal par exernple : 

a . «<, a-> 

X = — —•— H- r -r . . .. 

10 IO 2 IO 3 

Oonsiderons la suite des chiflres de rang impair a x , <7.3, .... 

Si elle n’est pas periodique, nous prendrons f(x) = 0; si elle est 
periodique, et si la premiere pdriode commence a nous 

prendrons 


<?(&) = 


&2 n-h'i 
10 - 


^'2n- J rk #2w-h6 ^ 

IO 3 IO 4 


II est evident que la fonction <p(a?) ainsi definie prend ionics Lcs 
valeurs de (0, 1) dans un intervalle quelconque si petit qu’il soil, 
done ®{x) est discontinue en tout point; d’ailleurs cp(.r) ne prend 
pas de valeurs exterieures a (o, 1), done o(x) ne passe pas d’une 
valeur a a une autre b sans prendre toutes les valeurs de (o, 1), et, 
a fortiori, toutes les valeurs comprises entre a et b. 

II faut aussi remarquer que, avec la definition critiquee par 
M. Darboux, la somme de deux fonctions continues n’est plus 
necessairement une fonction continue. En eflet, si 

fi{x) = sin - pour x ^ 6 . o ct J x (o) 1, 

et si 

/ 2 (a?) sin i pour o et / 2 (o) —1, 

les deux fonctions/, et/. ne peuvent passer d’une valeur a une 


qui intervient directemenl dans presque Louies les demonstrations, Landis que 
la propriete des fonctions continues et derivees n’est guere employee que dan^ 
le th6or6me des substitutions et ses consequences. 



i/in nwit.vuc dkkinik a i.’aiuk ih:s konctioxs imumitivhs. <ji 

nuivc sans prnidrr tonics Irs valrurs inlrrmrdiairrs rl il nYn rst 
|>as dr nKMiir <l<\/r h/^, puis<pir 

./*! i /> <> pour ,r /■ o rf / ( (o) \-/i(o) - a. 

I at sommr dr dru\ fonrtions drrivrrs riant unr fonrlion drrivrr, 
•I v a hru, d aprrs la rrmanpir prrrrdrnlr, dYnoiirrr rommr unr 
proprirlr nouvrllr cr fail <pir la sommc dr deux fonrtions drrivrrs 
nr pen* passrr d'nnr valrur a imr auhv sans passrr par* loulrs Irs 
\alrurs inlrrmrdiairrs. (hi prul dirr aussi (prr la dillrrrnrr dr dru\ 
lonrlions drrivrrs nr prul rban^rr dr sijpir sails sdmnulrr, r.r (pii, 
si Konson^r a la rrprrsmtalion ^romrlriqur, prul. sYmonrrr ainsi : 
Dtat.c functions dcricccs nc penvent sc traverser sans sc ren- 
contt'er, 

\ oiri mi rxrmplr dr Pappliralion de rrltr proprirto. Soil ( x ) 
mu' fonrlion r^alr a la fonrlion ©(./•). paf*’r po, quaixl 'f(.c) n’rsl. 
pas rj^alr a j\ rl rpdr a o (piand ^ (,v ) ./*. i (,r ), rommr y (,r), nr 

prul passrr (Tunr valrm* a urn 1 aulrr sans passrr par loulrs Ins 
valrurs inlrrmrdiairrs, lr premier theorrme nr prrmrl done pas 
d affirmer que f L(,r) nYst pas unr fonrlion drrivrr; mais, puisque 
^(./*) traverse la fonrlion continue ,r dans tool inl(*r\alle el nr la 
rrnronlrr (*rp<‘ndanl <pn* pour a* o, la deuxirme pro|>ri<*i<i 
monlir <prr (,c ) nVst pas urn* drrivrr. 

\ vant dr rrrherrher si la fonrlion { ,r) rst unr drrivrr, jr vais 
iiHmlrn* comment mi ras parii cm 1 1irr important dn ihrorrme de 
SehreUrr sr drduil immrdialcmrnt dn tbrorrmr dr M. l)arbon\. 

Snpposons que la derivre (Tune fom’tion J\ ,c) soil ton jours I>i< k 11 
determiner rn grandeur rl si^ne ton nr supposr pas (piddle soil 
linir ), alors si rile nYst pas tonjonrs rf*alc a mi number don nr A, 
lenscmble drs \ alrurs de .r pmn* I<*s<pi<dlos j\ ,r ) rst diUrrenl de A 
a la puissanrr dn ronlinti. Kn rllrt, on biru f {.r ) <‘st, eonstanlr el 
la proprirlr rst drmonlrer, on bi(‘n / v { ) pr<‘ud drn\ val(*urs B 

(*t (I, < l t alors rllr pmnl aussi loulrs b‘svab‘urs comprisrs <‘iitn i B 
(‘I (I (pii soul lonl( k s, sauf niu‘ prtil-idrr, diHV‘rmit(»s <I<‘ \. LYn~ 
s(uubl( k d( k <‘(‘S valrurs d(» f\j') dilftnx'nU'S d( k V ayatil la pnissan(*(^ 
dn rout inn, il <*n < k st d(* nnbnr d( k I'( % ns(‘iubl(* d( k s val(‘iirs <b^ ,r (‘or- 
rrspondanlrs, 

(and pos<% si J\ ./*) a tonjonrs nu( k drrivrr,, rl si rrlt(^ d(d*ivr< k rst 
mdl( k t sanf p( k ul-rlr( k pour tm ( k ns( k inbl( k draomlirabb* d( k val< k nrs 
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de a?, on peal affinner qu’clle esl loujours nulle. CVsl le ibeoreme 
de Scheefler, dans an cas paniculier. 

Revenons a la lone lion cp(a?). Esl-elle une derived? Los deux 
iheoremes precedents nc semblenl [)as fournir lacilemeul iuk 1 
re pons e a eelle question. Une premiere melhode cons isle. dans 
I’application d’un ibeoreme demonlre precedemmenl; am 1 I one.lion 
derivee bornee a le memo maximum quo I’on neglige on non les 
ensembles de mesure nuilc (*). II n’esl pas difficile <le demontrer 
que <$(x) n’esl dilferenlc de zero (pie pour an ensemble do \aleurs 
de x de mesure nulle (voir p. 1 <))? ?(*'£) n’esl done pas une 
lone lion derivee. 

Ce r< 5 sullal peul elre oblena d'une loul aalre maniere. Une 
derivee ne pent pas elre discontinue en lout point, el 'o (x) esl 
diseonlinue en tout point. 

Celle propri^le des fonelions derivees residue d’un ibeoreme. du 
a M. R. Baire. f'(x) esl la limile, pour h r= t>, tie la fonclion 
/*[/(#)? % -f- h \ continue en x ([iiand h esl eonslanl; oYsldone 
une fauction de premiere classe, e’esl-a-dire une foneliou limile 
de fonelions continues. Or M. Baire a demonlre tpie si Ton eonsi- 
dere une fonclion de classe 1 sur un enseiuble parlail quoloonque, 
il exislc des points oil el I c esl continue sur eel ensemble parlail; 
en d’aulres lermes, cllc esl ponclueUement discontinue sur lout 
ensemble par fait (*-). 


III. C integrate deduile des fonelions primitices. 

Dans beaucoup de cas nous savtms, sans It' seeours de I’i ulc¬ 
eration, reconnailre si une fonclion donnee esl une derivee el nous 
pouvons aussi esperer Irouver sans inle^ralion la fonclion primi¬ 
tive d’une derivee donnee. Preoctlemmenl nous resolvions ees 
questions en nous servant de I’inle^ralti delude; on peul se 
demander si, inversemenl, nous ne pourrions pas delinir I’inle^rale 
a J’aide des fonelions primitives. C’esl la melhode de Duhamel el 


( J ) Jc rappellc que ce Ihdoreme a die obtenu sans Pemploi de I'm teg ration. 

('-) Celle condition est neeessaire el suffisanle pour qu’unr function soil de 
classe i. Pour Ja demonstration voir la These de M. Baire, eilde page 79. 








l ivmuu vu-; dckimu v i, mdi-; dhs konctions imumitlvks. <p 

Sorrel ( 1 ). INMir (M's a u t on rs unr J'onrtion a unr inlr^rair 

dans (<7„ h) lors</u rlir adnua dans a, b) urn* jo nr lion primi- 
li\'e a* (./* . t rife i ntepra/r K* o,s7, par dr /in if ion , 

1,^/(a*) dr $ (b) ■ ~ r T( a ). 

( ad to deli nil ion n est pas eq 111 \ a hail c ;'i la deli n it ion < lo l\ i email n. 
i) urn* pari, il oxisto, nous lo savons, <I<*s junctions inlo^raldes, an 
,s<‘iis dr Riemann, <|ui no soul pas dos functions dorivdes; d'aulro 
part, il exisle, oonune nous allons lo voir, dos functions derivees 
non inte^raides an sons do Riemann. 

Lo premier exempio do tolles functions est du a iVl. Vollerra 
((tforna/r dr HaUn<*lini, i<X<Si); voici comment on I’obtionl : 

Suit K un ensemble parlail non douse <pii no suit pas nn ^roupe 
inte^rabie, paj»e |d. Suit (//, it) un intonallo oo illicit a K, eonsi™ 
do runs la fonet ion 

f u{ ,r, a ) ( ,r a ) ? sin - ; 

* ,r (t 


sa demon s'annulo tine infinite do fois <mi lr<‘ a ol Ip soil <7 -1 - r la 
plus grande valour dr ,r non suprrirurr a a - ^ , <pn umuiln o', 

(loci post'*, nous dolinissons unr fonotion K(.r) par I os conditions 
suivantes : olio ost null** an\ points <lo K; dans tout intorv alio (a, b) 
eont i^u a K, olio ost e^ale a f $( t r,a) do. a a <7 -w; do a r a 
b r la foiu’lion I ' ost ooustante ot ejjalc a ^( a | r, a ); do b — r 
a //, I*’ ost e^ale a ^ i a\ b ). 

{lot to fouctiou K{ aM ost evidemmenl continue. Kile a uue 
derivdo; eoei ost r\ ideal pour I< k s points qui n’appartiennent pas 
a K; suit ,r 0 tut point d(* K, lo rapport r| K(ar), ,r 0 , ,r 0 -t- h | est nul 
si ,r 0 i h osl point do K, Si av + -// dVst pas point do K, il appar- 
tieut a un intervalle condign a K, suit a cello dos extromiles do net 
intonallo qui ost dans (.r 0n ,r 0 I h ) ; on a d\ idemmonl 


o| Ft ,r ), t r„. 


h II 


F(a\, i In 


(.r „ 7 - h »V* 

\r"" 


done K, i ./• i a tun* donvee null(‘ <ut tons I os points do K. 


i ' j Isn tvalitr tnduimrt cl Srrrot uc oonsid^raionl |;m ; r(‘ (i»o <lc.s fonclions 
* ujtIiitINmr rrs CotitUtons, <raprt‘s vc <{Ui pr( ; <‘< k d(‘, lcuir dotinilion est uquiva- 
trnti* a t alla dr (laurhy. 
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La derivee F de F est bornee, car la derivee de x-$in~, qui est 
nulle pour x — o, et qui, pour x different de zero, est cgale a 

. i i 

•ix sin-cos — ? 

x x 

est bornee. Cependant cette derivee F n’est pas integrable, au sens 
de Riemann, car en tous les points de E le maximum de F / est -+- i 
et son minimum est —i, puisqu’il en est ainsi pour x -= a et 
f(x, a); orE par hypothese n’est pas an groupe integrable. 

Par une application convenable du principe de la condensation 
des singularites, on obtient une fonction ddrivee qui n’est into- 
grable dans aucun intervalle si petit qu’il soit ('). 

La definition de Duliamel s’applique done a des fonctions bornees 
auxquelles ne s’applique pas la definition de Riemann; de plus, 
la definition de Duhamel s’applique a des fonctions non borndes, 
car il existe des derivdes non bornees, mais toiljours finies, la 
derivee de ,z? 2 sin^» par exemple. 

A la definition de Duhamel et Serret on peut appliquer la gene¬ 
ralisation employee par Cauchy et Dirichlet. Je ne m’occuperai pas 
de cette generalisation ni, pour le moment du moins, de la sui- 
\ante, qui contient corame cas particulier la definition de Riemann 
et celle de Duhamel pour les fonctions bornees : Une fonction 
bornee f(x) est dite sommable, s } il existe une fonction d 
nombres derives homes F(#) telle que F(#) admette f(x) pour 
derivee, sciuf pour un ensemble de valeurs de x de mesttre 
nulle . Vintegrate dans (a, b) est alors, par definition, 
F(b)-F(a)(<). ' 

Adoptons sans generalisation la definition de Duhamel et Serret. 
L’integrale de Duhamel (integrate D) jouit de certaines des pro¬ 
priety de l’integrale de Riemann. 


C 1 ) M. IvOpke a construit des fonctions d^rivables a d^rivees borndos s’annulunt 
dans tout intervalle. Ces derivees ne sont evidemment pas integrates. 

(-) Compares avec la page 83, oil, des que f est donnde, on sail en quels 
points on n’a pas necessairement F'(x) — /(ar); ici, au contraire, on ne le suit 
pas. 

Les differentes fonctions F(s;) correspondant 4 une mdine fonction f(x) ne 
different que par une constante additive. 
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On a 

L; i is i i;f o. 

La Manna* dr dru\ functions inlr^raldrs I) rst intd^raldo I) 
O «i |mur intr^ralr la soimnc <I<‘s int<‘<^raI<*s ; niais Ic produil 
dr drii\ functions intr^raldrs I) n>si pas nrorssaircmrnl intc~ 
^raldc I) { 1 i. 

I nr srrir uniformcmcnt con\rr"rntc <1<^ fonrlions intr^raldrs I) 
r.st unr function inlc^nddc I) rt rintr«;ration prul rlrc c.fleetarc 
Irrmr a trrmr; rYsl la proposition dr la pa^o 85 . Dr rrllr dr la 
L*W 8b oa dcduit <pir si drs lou<‘tions ialr^rablrs I), f n fr ), 
tcndrnt ra croissant \rrs imc function i altera I )lr I), /’(.*•)? 1’int.r- 
^ralr dr /„ trad \ri\s rrllr dr /, cn croissa at si I s’a^il d’un inl.cr- 
vallc ddntr^ration positif. 

La proposition analogue poor Irs intr^ralcs dr Ricmann rsl 
v rair. Nous ral<|ucruns la demonstration sup <'<d 1<^ dr la pa^o <S(i. 

(lotiMTvoih Irs notations dr rrltr pajjr 8(>. J\ ... soul, 

inaiatraaat drs functions iutr^raldrs posit ivrs. j, U l5 1... son! 
eellcs dr lours intr$»ndos indclinios (|ui s'annulrnl pour rori$*ino a 
dr lintonallr considcrr. 

On a rvidrnimrnt f ',v, M (Ton d S„, rt puisipio Irs S rt croissrnt 
la srrir drs L rst ron\rr^rntr. l/acrroissriurnt < 1c* d, dans tin ialrr- 
\allr posilil qur|ron<pu\ rst au moins r*»al a rrlui dr S„, done a 
rrlai dr I 1 ’ rt I*’rst a nombros doi*i\ os 1 ><>rn< ; s. Lour montrrr <pir 
I** - — *L i) suf’lit do moatrrr (pa 4 rrs dru\ fomiioas oat memo 
dori\oo parlout, sauf pour an ensemble d<* \alrurs dr ,r do mrsurr 
aullr. La tout point on J\ a *, ... sont Unites continues, d, lb, 

I . . . oat drs drrivrrs rt Ir raisonnemcnt dr la pa^r 8^ nioutr<‘ 
<pi on rrs points I 1 ' a imbue deriv er <pir J. Mais Irs points oti f uYst 
pas continue formrat an ensemble dr mrsurr nidle L( # /’), Irs 
points dr discontinuin' 1 dr u t formrat Prasraddr dr ai(‘sui*(^ nailer 
Kf Ui ); la reunion dr tons rrs ensembles donnr tin ensemble dr 
mrsurr nolle L. Lt Ton a b' f db sauf peutYtrr aux points dr K. 

I )r la m‘ d fain it Ir t licorcnio : 

Lursi/uc ties functions intc^rahfcs f n tciafcnt cn croissant 

f j nV#t pas iulcgrabh; D. 


( 1 i Par ru-mjdr Ic* produit ,c (.r ; sin 
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C)(‘) 

vers une /auction tnfegrnb/e J\ Pintvgrale <le f n Lend vet's cede 
de f /). 

Nous dcvons nous demander mai nlenaiil quids sen ices penvon! 
rewire les inlegralcs au sens de Duhamcl cl Sorrel. 

Cos iulegralos ne peuvcnl rendrc aue.un service. dans la recherche 
des (onelions primitives, puisqu’elles supposenl <^<U.Irecherche 
t* dec Luce, mais les inlcgrales an sens dc Hiemann servonl stuioiM 
a oale.ider Jes liniiles do sommes. 

Le. raisonnemenl dc la page 'jS monlre qu’une integrale I) esl 
line. limile de somnie; on pent done*. esperer se servir <l<* ees into- 
grains pourle ealeul des Jimiles de somme. Nous avons \ u, page <>.’>, 
cpie eela 6 tail cHcelivemenl possible, pnis<|u’iI a etc demon!re que 
la longueur d’uno eourbe elail Finlegralo D de \jx hl y 1 - 4 ■ z 1 -, 
loules les fois qu^ eelle inlegrale exisle ( 2 ). 

De nouvelles eludes sur Finldgrale soul eependanl ueeessaires, 
car nous n’avous pas encore resolu !e problenie de la recherche d<\s 
lone lions primitives; d’ailleurs, pour Je ealcul de la longueur (Tunc 
eourbe ayanl des langenles, Fune el Paulre integral ion soul insuf- 
fisail les / ). 

(') On pent remarquer quo celle propriety resle vraie s’il s’agil dr fonrlions 
inlegrables (Tapirs la gtSnera lisa lion indiquee page <) / |. 

( ,J ) Jc nc puis quo signaler une autre application des intdgrales 0: lorsqu’nm* 
function d<h*ivee borndc admet mi dbveloppemonl trigonomelrique, les roefUciouts 
dc co (liSvcIopporncnt soul donnes par les formules counucs d’Kuler ot Fourier, les 
integrales qui figurcnl dans cos formules < 5 tant des integrales I). 

J’ajoulo qu’il ex isle eireclivement des functions derivees burners, non Integra- 
blcs an sens de. Hiemann, qui admellont mi developpernent trigonomot rique. Pour 
la demonstration de ces proprieties, on pourra se reporter i\ un Mernoire Stir tes 
series trigonornetriqu.es que j’ai public dans les Annates de I'Pcate Xormttle 
( uovernbre 1903). 

( 3 ) II est facile de voir (pie 1 -I- (&’*$[n l Pj (Test pas unc derivee exacte. On 

pourra pour lc voir, soil clevelopper e.e radical on serin de Laurent, soil utiliser 
les ntsullats qui seroul obteuus plus loin. Parlant dc Hi, on (btmontrera sans print* 
que la (|u an Lite /\ +"F'(.a ?)4 on F est la fonction a derivet* non inlegrable de 
M. Voltcrra, n’esl inttigrable ni au sens de Hiemann, ni au sens do Dubainel. 

La eourbe y = F(a?) ne peut done iHrc recti lice ni par Tune, ni par Taurreden 
deux methodes employees. 

Pour Tapplication indiquee dans la Note prdetklenio, les deux integrations soul 
aussi insuffisantes, comme on le voit en considctrant la somme d’une dtSrivtk non 
integrable representable trigonorndtriquemoiU, et d’une fonction non ddriver 
representable trigonomtUriquemenL 
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J’ajouto onoore quo si les deux integrations quo nous avons 
etudieos paraissenl on general su Hi sautes, eela tient uniquement 
a ee quo, prosquo loujours, on so restreiiit do parti pris a la consi¬ 
deration <los 1‘onelions continues el mdme sou vent a la eonsidera- 
lion <Ios fonetions analjtiques. 
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I. /.<’ prohh-mf <!'in/ru/ ution. 

Los npplici,lions oiassiqwos do Imldp-ation .1.- C.m, lions o,m.i. 
„„os, los npplioalions failos prooodommont do i mli^nU.nn an sons 
do lliouiunn on an sens do Dnhamol ol Vnrt. n,llo,n. pour 
,noll.ro ou (Vnlouoo lo n'do do oortainos pn.j.nolos s.mjdos. ran- 
sdquonoos doloulos los dolinilinns do l»ilo|;r.il.- d.-p. otudioos. ot 

pour ounvainoro quo oos prupriolos doiu-ni »o,... a,.pa, 

lonir a I’intogralo, si !'<>„ \oul q«‘i! \ nil .piolqno auai.^to out.o 
oollo iulo^ralo ot I'mldp-alo dos I'onolions oonlinuos, 

C’osl pounpioi nous nous pmposons >! nttuilur ,i tnutr J»nv 
lion harnve ^ I /(■>■), i/ofinir <luns tin intrn„ilr fun ><>, in, 

posit if, nt'puiif ou nul , un nonthn'fini , / ./• ' 1 ,h ■ n " ,,s 

npfu’lons rimi-ornlo ,lr fi.rniuns nt. h ot ,pti snUOint „n.r 
conditions snivnntcs : 

1. ()tads (/m* soicnt a. In In "ft a 


2. Qtu*ls (/in* soic/it in in * 

./» .« 

I A - r > dc ‘ \ I /( >*'} *1 1 


f r it t 


fo * f* * 

( (/(.rl i ipi ) | d.r I Jimir j 


( i ) t.c mol hornet' <*s i tuVcHSiim* m S%hi vrnt tjn* ri»ilr^r«i!r %utt ftnte 
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•4*. Si Con a o el 6 > r/, on a aussi 


?>. On a 



X ) tlx ~ 0. 



i x dx = i. 


6. Sif n {x) lend en croissant versf(x) : V integrate de f n {x) 
lend vers celle de f(x). 

La signification, la necessite ct les consequences des cinq pre¬ 
mieres conditions de ce probleme d’integration sont a pen pres 
dvidentes; nous no nous y etendrons pas. 

La (Condition 6 a one place a pari. Ellc n’a ni le me me caracterc 
clc simplicite ([lie les cinq premieres ni le meme caractere de 
necessite ('). De plus, landis qiFil esl facile de conslruire des 
nombres satisfaisanl a qua Ire quclconqucs des cinq premieres 
conditions, sans salisfaire a toules les cinq, ce qui montre que ces 
cinq conditions sont independantes, on nesait pas si les six condi¬ 
tions du probleme <F integration sont independantes ou non ( 2 ). 

En (unmeant les six conditions du probleme d’inlegralion, nous 
definissons Fintcgralc. Ccltc definition apparLient a la elasse de 
(‘dies (|iie Fon pent appeler descriptions; dans ces definitions, on 
enonee des proprictes earaeteristiques de Felre (jue Foil vent 
definir. Dans les definitions constractives, on enonee quelles 
operations il faul fa ire pour oblcnir Fetre que Ton veut definir. 
Ce sont les definitions construed ves qui sont le plus sou vent em¬ 
ployees en Analyse; cependant on sc serl parfois de definitions 
descriptives ( 3 ); la definition de Fin 1,6grale, d’apres Ricmann, est 


( 1 ) lille pa rail si peu necessairc qu’eile est gdnlralcment inconnue, miimc pom* 
le cas oil / cl f n sont int6grablcs au sens de Biemann ou rn6mes continues. II 
sc pourrail d’aiHears que. ccrlaines de ses consequences aicnl, au conlraire, un 
ires grand earactere dc niiccssitc. 

( 2 ) La response k celle question irnportc peu pour les applications, mais elle 
proseate un inl<ir<H au point dc vne des principes. S’il elait d<§monir6 que celle 
sixieme condition est inddpendaote des cinq autres, il y aurait lieu de chercher 
ii la remplacer par uric srxiemc plus simple ct surtout de rechercher si, parmi les 
syslfcmcs dc nombres qui salisi'onl seulcmcnt aux cinq premieres conditions, il 
n'y en a pas d’aussi utiles que celui qui va 6trc 6tudie. 

( 3 ) L’emploi de ces definitions descriptives esl indispensable pour les premiers 
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constructive, la definition des fonclions primitives esl descriptive. 

Lorsque 1’on a enonce une definition constraclive, il fan I. de- 
montrer que les operations indiquecs dans cette definition soul 
possibles; une definition descriptive est aussi assujcllie a certaines 
conditions : il faut que les conditions enoncecs soient compa- 
tibles (*). Le procede jusqu’ici toujours employe pour demonlrrr 
que des conditions sont compatibles est lc suivant: on ehoisil dans 
une classe d’etres anterieurement definis des £lres jouissant <le 
toutes les proprietes enoncees. Cette classe d’elres est generale- 
ment la classe des nombres entiers ( 2 ); on admet que la defini¬ 
tion descriptive de ces nombres ne contienl pas do contradiction. 

11 faut aussi etudier la nature de I’indy termination des elres que 
l’on vient de definir. Supposons, par exemple, que l’onaildemoiHre 
l’impossibility de 1’existence de deux classes differentes d’elres 
satisfaisant aux conditions indiqu^es, et que, de plus, on ail 
demontr^ la compatibility de ces conditions cn cboisissant une 
classe d’etres y satisfaisant; cette classe d’etres sera la sou le defmie, 
de sorte que la definition constructive qui a servi a eflectuei* ie 
choix est exactement yquivalente a la definition descriptive donnee. 

Nous allons rechercher une definition constructive equivalenle 
a la definition descriptive de l’inlegrale ( :{ ). 

On demontrera d’abord sans peine en s’appuyanl sur les eoudi- 
tions 3 et 4 que l’on a la condition S 

r b 

kf(x)dx~k I f{x)dx , 


termes d’une science quand on vent conslruire ccltc science d’unc faeou pure- 
menl logique et abstraite. Voir la These de M. J. Drach (Annates de Vticole 
Nor male, 1898) et le Memoire de M. Hilbert sur les fondements de la GtSormHric 
(Annates de VEcole Normale, 1900). 

(*) C’est-i-dire qu'aucune de leurs consequences nc soil de la forme : A est 
non A. Il y a lieu aussi, comme je Fai d6ja dit, de rechercher si Ins conditions 
sont independantes. 

( 2 ) Voir le Memoire dyj& city de M. Hilbert. C’esl paree que Ton peut demon- 
trer la compatibility des conditions ynoncees dans les definitions descriptives des 
premiers termes de la Geomytrie k Faidc du systeme des nombres entiers qu’il 
est lygitime de dire que la Geomtkrie peut 6tre tout entiere eonstruitc k partir 
de l’idye de nombre. 

( 3 ) Eu se pla^ant au ni6me point de vue, on peut dire que les travauv exposes 
dans cet Ouvrage ont pour but principal la recherche d’une definition construc¬ 
tive yquivalente a la dyfinition descriptive des fonctions primitives. 
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-.quo /, est utn‘ eoustanle, (a*oi post*, soil /(,/•) une touclion 
dronquo, nous dosi^norons par K| a /'(,/*) [i] I’ensemble 

, \alrurs do pour lesquollos on a a <ij\x) <[ (i, (‘.l par 
f \ ,t i 7 . | lYnsomblo dos \alours do ./■ pour lesquollos on a 
r i x. 

■muI f/, l.i rinlor\allo do \ arialiou dr t /\.r) (M; par lagoons eel 
r »r\ alio on inter\ alios pari it*Is a Paulo <Irs nombirs 

/,» / ./« /* ... Y 

^jHiHoiis quo / M , — /* no soil jamais superieur a s. 

)t ; si^nons par '\ t { i o, t, •»., . .n ) la four, lion (•.{‘'ale a i 
Hid J' apparttonl a kj J ) h |, on a h[ // -< ./(./*) < ^+i.|j 
inllo pour los autros poiuls; desi^nons par U r /(/ o, i, .••,/>) 
mol ion ogalo a i quand ./• appartionta K \ </(.r) < //], ou a 

f\ f i f t j rt nullo pour los aulros poiuls. ()n a evidommenl 

i n in 

yi /•» V /,'!<. i I /(■'■) V) h H'/U 1 ) ‘Nr). 

t n > <> 

# omcjuo nous saurous inte^rer l(‘S lonolions ^ qui no pre.nno.nl 
. | rs \flours o ot i, nous on deduirons, ^n\ce aux conditions d 
*, los inldgraloH dos f{,r) ol losquellrs o.ompronnenl Pm- 

ndo do /\,r i {eondilions d, t) ^ ). 

>0 plus MT) ol «!>(./•) different de/(.r) do s an plus, done len- 
I utdformrtnrnl vors J\ >/*) quand * lend vers zero; il esl Pu.ile 
i oonoluro quo lours iulo^ralus tondonl vers nolle <le/(x). 
hi olfol, si les lituiles inferieure ol suporioure do #(«r) soul ( 

,, :i ft t, / {.!•') tlj- fst comprisr cut it. 

* it 

,h j* r l> 

f t,lr l f <lr fl / l‘J" tlj: ’ 

* *1 * >l U 

t ms uhdntouant 
41 


AM.oj /[>*') 

,i L / *«, 


I ba 
i no 


il'ituti'f. Min, / fl I. '.mt If* limiu-s inlfi'i.'urf ut Mipc.-ieure dc /O)- 
,.r Ift, imnr i|url(i«f' iif.Ui.lH, If l>f.l.lftl'mlci?raliou pobsil.U. 
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r h 

done Fintegrale de g(r) est inferieure en module a e / dr : qunn- 

* 'a 

tite qui lend vers zero a\ec s. 

Pour setvoir ca/culer integrate d’une fauction quelconque , 
it sujffit de s avoir calculer les integrates des fonctions f i qui ne 
prennent que tes vateurs o et i. 

11 faut remarquer que nousavons demonlre iueidemmenl la pos¬ 
sibility d’integrer terme a lerme les series uni forme men l conver- 
gentes, si le probleme d’integration esl possible. 

La quantite / dx qui figure dans la demonstration precedenle 

^ it 

se calcule facilemcnt; en sc servant de 1, de 2 et de o, on veil 
qu’elle est egale a b — a. 

Si la foncLion f(x) esl comprise entre t el L, son in Ingrain dans 
(«, b) esl comprise entre l(b — a) cl L(& — a); e’esl le theoreine 
de la moyenne. 

Si nous appliquons ee tlieoreme a pres avoir decompose (ar, (>) 

P' 

en intervalles partiels, nous Lrouvons que / f(x) dr esl comprise 

t/ n 

entre les sommes qui servenl a definir les integrales par defaut et 
par exces; /’integrate esl done comprise entre tes in Le grates 
par defaut et par exces. En particulier, si le probleme d’inle- 
gration est possible, pour les fonctions inlegrables an sens de 1\ie~ 
raann, il n’admcl pas d’autre solution que Finlegraln dn Ricmanu. 


11. — La mesa re des e use mb tes. 

Occupons-nous maintenant des fonclions A qui ne prennent que 
les valeurs o et i. Une telle foncLion esl enliercmenl dclinie par I’en- 
semble E[A(,r) = i] des valeurs oil elle est diHcronlc do o; I’inle- 
grale d’une telle fonction, dans an intervalle posilif, est mi nombir 
posilif ou nnl qn’on peut eonsiderer comme attache a la |>arli(b‘ 
l 5 ensemble E[A (x) = i] comprise dans Finlervallo d’inlegralion. 
Si Ton iraduil en langage geometrique les conditions du probleme 
d’integration des fonctions A, on a un nouveau probleme, te pro¬ 
bleme de la mesure des ensembles. 

Pour Fenonoer, je rappelle que deux ensembles de points sur 
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<lrmlc sum <lils r^tui.r si, |»;ir lc <l<'|>lnwm<mi do I’uu d’mx, < m 
I»mi| I<•* I'ni.v < tii'iK• i<I(■ r, <|u’.m cnscmhld H ,. S 1. dii, bt somme des 
ensentb/esed luui |>nin( <1,- Is apparl i«>it l. a l’u» ait moin.nh s r> ('). 
\ oiri la question a rcsoudrr : 


Xotts tinits prnpusuns a/1aeher it e/aa/tte ensemble F borne , 
Jorrttr dr points dr o.r, tin nonihrr posit!/ on nit /, //((FA, t/tte 
notts ttppr/ons In miMiir dr F rt, t/tti satisfait ttit.r conditions 
suiea fifes : 

V. rttst'M hirs egaux out me me mesu/r; 

/. ensemble somrne d'ttn no mb re Jini ott d’une infinite 
denomlintble d ensembles, sans point comm tin tlen.r a deux, 
a pour mesure tu somme des menu res; 

«l . Lu me sun* de i ensemble tie to us /es points <ie (o, i) est i. 

La condition *T tvmplarc la condition 8; la condition 2' pro- 
viral dr ( application «lrs conditions el (> a la scric 


'h t *!'•> • 


dans laqurllr loih Irs Iitiufs cl la sommo soul des fonelions i; 
quant a la condition I' rVst la condition I. I Inc explication csl 
ccpcndant ncccHsairc; il y a deux os peers dVnsemldes e^atix : 
crux qur Ton prut fa ire coincide!* par mi ^iisscmenl dr o.r el crux 
qui* Ion prut lairr coincide!* par unr rotation dr tz autourd’un 
point dr O.r ; r Vst au\ premiers senleinrnl. <pir s’appliquc la (Con¬ 
dition V , Jr n ai pas mis rettr restriction dans Tenoncr parec qur, 
dans Irs raisonurmrnts suivants, on pent s’aslrcindre a ne pas 
mnplo \er d autrrs drplarrmrnts <jno- des "lisscmriits (‘I crprndanl 
on obtirndra ton jours pour dru\ ensembles r^au\ d<* I’une on 
1 autre juauirre des mrsures chairs (" i ). 

I nr consequence simple d<‘s conditions F, IV (*sl quo tout 


{ ‘ i V\er uutrr iloliiiit i«* it l(*s e pru vml dour avoir drs points romniuiis. 

( 1 1 Tottirs trn eonilitinn* «iu problrmc (I’iiUrf; ration pour I es Court ions <J» soul 
rxjinmns; main on puurrnit rruiudrr que crlu nr suf/isr pas pour quo Irs intr- 
Kratm i|r«* lom tumn qurlruuqurs, «jui soul determiners drs quo Irs in Legrales des 
foiniiotiH to souli natisi'ameut .111**0 a res conditions. tie qui suit, montre qui‘ 
ci’h monies nr huii! pan j uM ilire*. 

On poiimiit lr driiiontrer drs a present, sans s<‘ srrv ir de la valour dr Pinto 
Krale ile* bmetmus •{/, rt Pon pourrait atissi drmoulrrr qur, si Pon supprimr les 
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intervalie positif («, b) a pour mesure sa longueur b — a, cjue les 
extremites fassent ou non partie de rintervalle ('). 

Si l’on se reporte au Chapitre III, on voit immcdiatement que, 
si le probleme de la mesure est possible, on a 

pour les ensembles mesurables J le probleme de la mesure esl 
possible au plus d’une maniere et la mesure est Petenduc au sens 
de M. Jordan. 

Soit maintenant un ensemble quelconque E, nous pouvons 
enfermer ses points dans un nombre fini ou une infinite denom- 
brable d’intervalles; la mesure de Pensemble des points de ces 
intervalles est, d’apres 2', la somme des longueurs des intervalles; 
cette somme est une limite superieure de la mesure de E. L’en- 
semble de ces sommes a une limite infErieure m e ( E), la mesure 
exterieure de E, et Von a evidemment 

m(E)S ??i e ( E) S ^e(E). 

Soit Cab (E) le complementaire de E par rapport a AB, c’est- 
a-dire l’ensemble des points ne faisant pas partie de E et faisant 
partie d’un segment AB de ox contenant E. On doit avoir 

m (E ) m [ Cab ( E)] = m (AB), 

done 

771(E) = /?i(AB ) — m[ C A b( E)] ~ w(AB ) — [Cab( E)|; 

la limite infErieure ainsi trouvee pour m( E), limite qui estnEces- 
sairement positive ou nulle, s’appelle la mesure interieure de E, 
m;(E); elle est Evidemment supErieure ou au moins Egale a 
Petendue intErieure de E. 

Pour comparer les deux nombres m e7 m^ nous nous servirons 
d’un theoreme dii a M. Borel : 

Si Von a une famille d y intervalles A tels que tout point d’un 
intervalie (a, b) 7 y compris a et 6, soil interieur d Vun au moins 


mots ou d’une infinite denombrable dans 2', on a un nouveau probleme de la 
mesure qui correspond completement au probleme d’intiSgralion pos6 avec les 
conditions 1 , 2 , 3 , 4 , 5 sans la condition 6. 


( x ) Ceci a et6 dej& exprime par l’egalite 



dx — b 


— a. 
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</,'.s A, it f.visit- urn- fumiilr formi'r nomhvr liui das 

vti//f s A vt ijttt joint dr ta nu'nir proprirtr \ tout point dr. (u, /,) 
rst tntt't'h'ur (t t' un (f'rrt.r j. 

Sun r/, [i) Tun des intrnalles A eonlenanl la pmpriele a 
demon! ret* esl evidenlo pour rinlonnllo (<7, ,/•), si ./* esl eompris 
rllliv 7 ct je \eu\ dire <pie eet intervalle pent dire convert a 
I aide d on uumhrc (ini d intenalles A, ee <pie jYxprime en disaul 
<|U(* le point ./* est atteint. II fanl demontrer <pte h esl all,(‘ini. Si x 
cM atteint, tons fes points de {a, ,r ) |<‘ soul; si ./• n’esl pas alleinl 
au< on des points do ( ,i\ h ) in* I <‘st. 11 y a done, si b idesl j>as alleinl., 
tm premier point non anoint, on un d(‘rni(*i* point alleinl; soil x 0 
rr point. II est interieur a un intennlle A, (a*, p,). Soienl ./*< un 
point de f % t , ,/*), ,/* a un point do ( j\ [5, ); ./■, esl alleinl par h ypo- 
these, len intersalles A on nonibre (ini <pii servenl a I’alleindre, 
plus 11 nler\ alio (*,, [it) permettenl dalleimlre ./* 2 > .r () ; ./•„ nYsl 
ni le dernier point atteint, ui le dernier non alleinl; done b esl 
atteint { 1 ). 

I hi t heorenie do M. Bond il resulie <pu‘ ,s7 / 'on a convert lout 
un / nlrrrtt ilr (tt , b) a / at dr d' unr tn/inilr drnombrable (V in¬ 
let \tt /irs A, bt snnntte drs ionqueues dr res interralies est ctu 
mot ns r**tt ir d in tnngurur dr Cintereulle {a, b) { 2 ). Kn edel, 


I 5 i Vt, tlnirl a doune, dans sa Thrsc rt dans srs /.r^ons ,s tir la tkrorie des 
fonct dru \ tlriunUHl ruinous tit* re* I lieu re me. (!rs demonstrations supposont 

rssrnitrlh'iiimt «{ur ! »*o*mt»Ie drs iulrrva 11es A rst, druombraldis; rrla sut’til 
dan»» *(***• 1 1 j in a a pjdM'at hum ; ti \ a capriulaul iulcjad a <l<*montr( i r le- (lieoirine 
da UvUs far r\r»uj»lc, |iour les appliral i<ms (jiic j’ai fa i I es dans nui r rii use du 
ihrorriur tir M, ttnrrt, il rlait arressan’t 1 tja’iI soil tltanouli‘c pour un rnstuuhlc 
ti mtr» % atlrn A a vnut ta putNsantf du runt inn. 

(In a drdtol <lu llirurrmr, ltd tju'il rs| tdionrt'' <lau*n Ir trxtr, uncjolir tlrmons- 
trat 1**11 tir rujof«>rmitr dr ia routinuitr. 

St»U Jt .r ) uih* tonrlion runtimtr ru nuts Ir^ points dr (a^ b ), y rompris a 
rt ft: ritatjur pooit dr « u, b } r^t, par drliniliou, intrrituir a tin intrrvailr A dans 
irqttrl t'tiHi illation tit* /{,r i r*a iitlVudrurr a z. V l’aidr d’un nomhre (ini (I’rut rr 
i its, t»u prut roim ir f tt, h j; suit l la }o11ju11e111' du pin* ptail. intrrvailr A rmplovr, 
daie^ lout »nt< r\allr dr lou^urur / INt^riliation dr / rsi au plus ue, rar un ltd 
intrrvailr rmpirtr sm* drti\ mtrrvallt‘H A au plus; la ronlinuitr esl unifonmc 
(aitr apple at ton du throrrmr rtuuplrlr fait bir.n roinprrndrr, il rue snnldr, 
tnut runa^r tfidm ru prut (airr tlans la t hrorir drs fount ions. 

( ; i Si, i ttuunc jr ir Mtpposr dans ia drmoiihlratiou, on adrni‘1 t|ue tout [>oiul 
dr (tt, h | rnt intrrirttr a 1‘un drs A, on prut mnplareH* au niaum rgale par 
mtprrivitrf. 
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on peat aussi couvrir («, b) a l’aide d 7 un nombre fin l des inter- 
valles A et le theoreme, etant evidemment vrai cjiiand on ne consi- 
dere que ces intervalles en nombre fini, Test a fortiori quand on 
considere to us les intervalles A. 

Reprenons maintenant Fensemble E et son complementaire 
C AI .(E). Enfermons le premier dans une infinite denombrable d’in¬ 
tervalles a, le second dans les intervalles on a 

m ( a ) -- m (|3) 2 m (AB), 

puisque AB est couvert par les intervalles a et [3. De la 7 on deduil 

m (E) ~b m 6 » [ Cab (E)] ^ m(AB), 
m e ( E) ^ m(AB) — ni e [ Cab^E)], 
m e ( E) _ /??/(E ). 

La mesure interieure n’est jamais superieure a la mesure exle- 
rieure. 

Les ensembles dont les deux mesures extdrieurc et interieure 
sont egales sont dits mesurables et leur mesure est la valeur com¬ 
mune des m e et mi (*). II resle a rechercher si cette mesure satis- 
fait bien aux conditions L, 2' 7 3'. Cela est evident pour V et 3', 
reste a etudier la condition ( 2 ). 


( l ) C’est settlement pour ces ensembles que nous dtudierons le probleme de 
la mesure. Je ne sais pas si Ton peut delinir, ni memc s’il existc d’autres ensembles 
que les eusembles mesurables; s’il en exisle, ce qui esl eliL dans le tcxie ne suflil 
pas pour affirmer ni que le probleme de la mesure est possible, ni qu’il esl 
impossible pour ces ensembles. 

(-) La definition g^ometrique de la mesure permet non seulcmeni de comparer 
deux ensembles egaux, mais aussi deux ensembles scmblables. Lc rapport des 
mesures de deux ensembles semblables de rapport k est \k\. G’est une condition 
qu’on anrait pu s’imposer a priori; il lui correspond pour le probleme d’inle- 
gration la condition S t 

h 

( S t ) f* f{x) dx = k f ' f{kx) cix. 

J <t • a 

I' 

Les conditions S (p. ioo) et S, constituenl ce qu’on pout appeler la condition 
de similitude , elles font connaitre ce que devient une intdgralc par les transfor¬ 
mations 

x \ = An, fi(x) = 

Peut-6tre pourrait-on remplacer la condition G par des conditions de cette 
nature. 



LES FONOTIONS SOMMABLKS. 


I 07 


SoiciU, E i? E 2 , ... dos ensembles mesurables, en nombre fini 
ou denombrable, n’ayanl deux a deux aucun point commun, el 
soil E Tensemble somme. 

O 11 peul enfermer E/ dans une infinite denombrable d’inler- 
valles a/ el C A 0 (E/) dans les intervalles [3 Z -de maniere que lamesure 
des parlies communes aux at et [3* soil egale a s/; les e/ etant des 
nombres positifs elioisis de maniere que la serie Ss/ soil conver- 
gente el de somme s. 

Soienl a.',, |3!> les parlies dcs ou el [3 2 qui sonl contenues dans les 
intervalles [3,, soienl a' p [3' ;} les parties des a 3 , (3 3 qui sonl conle- 
nues dans les [3'., el ainsi de suite. E/ est cnferme dans a z -. E est. 
done enfcrme dans x { -h ^.> 4 -..., sa mesure exterieure est done 
au plus egale a la somme m(a. { ) 4- m(a 2 ) 4 - m(a' ;t ) 4 -.. .= s; eva- 
luons c.elle somme. On a 6 videmment 

m(oLi ) 4- m( pj) /n(AB) — £1, 

/??,(<•) m(PJ) _ 

el ceci suffil pour montrerque la serie s esl convergent ; d’ailleurs 
on a 

m ( E/) = m (aj) S m (*/) 2 ,n ( E /) 4- £/, 
done s esl comprise enlre 2 m(E/) el 2 /n(E;» 4- s. Cela donne 

md E) « -2 m{ E/j. 

Le eomplemcnlaire de E, C U{ (E), peul elre enferme dans (3,-; 
or ( 3 '- a, en commun avee a, - 4 - a ' 2 4 - a'. t 4 ™..., les intervalles 
a' £+i *4- a' v ,+. . plus une parlie des intervalles communsaa,, j3 4 , 
une parlie de ceux communs a a 2 , [3 2 , ..., une parlie de ccua 
coinmuns a a p ( 3 /. |3'. a done une mesure au plus egale a 

1 III ( A B ) - .? ] 4— £1 -4 £2 4”* • -4 4— 111 ( 0£j4.1 ) 4- HI ( 04-+ 2 ) 4“ . . . , 

et, par suite, 

/^[GabCEJI^/^AB; -S/hCE/;, 

c’esl-a-dirc 

m/( E) = 2 ni( E/). 

L’ensemble E esl done mesurable el de mesure 2 //z (E /)7 la condi¬ 
tion 2 ' esl bien veriliee. 

L’ensemble des ensembles mesurables contient l’ensembie des 
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ensembles mesurnblcs *), mats il esl bcaueoup plus vaste, eommc 
on va le voir. On pent <;n etlcl, sans sorlir <Ic IVnsemble des 
ensembles mesurables, elleeluor stir des ensembles mesurables les 
deux operations suivanles : 

I. Kairo la sonrnie (Pune infinite denombrable <fensembles; 

II. Prendre la parlic eoimnune a Lous les ensembles d’une 
famillc eontenanl un nombre lini on une infinite denombrable 
< I’ensembles. 

Pour le dcmonlrer, remarquons d’abord quo la scconde opera¬ 
tion .ue dilleve pas essenliollemenl do. la premiere, <‘ar si 15 esl la 
parlie commune a 15,, I5 2 , • - •, G(I5) est la somme de G(K,), 
G(E a ),_II suflil done de s’oeeuper de la premiere; soil 

It l^i H’- 1^2 ”f~ II3 ~\~. . . . 

Si 15'. est fensemblo des points de 15/ ne faisanl pas parlie de 
hi h- h 2 4- •. • f - h/„ 1 7 on a 

E Ei -+- e; h .... 

les tonnes de la somme elant sans point common deux a deux. Or, 
il esl facile do voir quo I5!> esl mesurable; on elfel, enfermons 15, 
dans les inlervalles a,, G(I5,) dans les iulervalles [i,, h 2 dans a a , 
G(K 2 ) dans (j 2 el soienl. s, cl s 2 les longueurs des parlies com¬ 
munes aux a, el [3, (Pumi pari, au\ ou el j3 2 d’autre pari. Si ol\ 2 
el (i ' 2 sont les parlies des ou el p 2 communes aux [i,, 15 2 pent dire 
enferme dans a 2 el G(.I5 2 ) dans a, 4 - el les [>arli<?s roimnunrs a 
c.es deux syslemes d’inLervalles onl une mesure au plus e«>ale 
a sj 4 - e 2 , done E 2 esl mesurable. I)e la rdsulle <pi(‘ 

E1 - 4 ™ lit*2 ~- r: Ei “H Eg 

esl mesurable, (loin* (pie I5' ;p parlie de E a n’apparlenant pas a Pen¬ 
semble mesurable 15, 4 - I5 2 , esl mesurable el ainsi de suite. Tons 
les hjr soul mesurables, 15 Pesl (’). 

Un inlervalle elant un ensemble mesurable, on appliquanl les 


(*) Si comical K a , on pcul purlin* do lour difference K, —- K a . (‘olte diffe¬ 
rence esl mesurable si E* cl E a 1c soul, car die esl la panic commune a K, cl 
G(E,). 




U-.’S FUNCTIONS SOMM AHIJvS. 1()() 

oprviilum* 1 el II ,111 nonilrn: ihu <!c fois si parlir d’intorvallos nous 
oblonous des ensembles tnesurablcs; <*e soul eeux-la quo M. Borol 
a\a,l nommes ensembles mestt rabies, appolons-lns ensembles 
mesuraltles B. (a* soul los plus imporlanls <los ensembles mesu- 
landis <[u<\ pour mi ensemble i|ueleonipte ? nous pouvons 
seulemenl dfirmer I exislonce des deux nombres m n /;//, sans 
pnii \oir din* quelle suite doperations i) faut elleetuer pour los 
onion lor, il osl farilo <Ta\oir la mosuro (Tun ensemble mesurablo B 
on simant pas a pas la eonslruolion <l<*. eel ensemble. Oh sn servira 
do la pmpriolo •>/ Inulos b*s lois qu’on uiilis(*rs, I’oporation I; (juand 
on so son ira do Topdralion II, on omploiora tin [boo,vino donl la 
demonstration ost immediate : 

l,a me sure <te l<t purtie eommttne a des ensembles K,, lio, ... 
esi la hmite de m { K/) .v/ cluujm* ensemble K/ contient tons ecus 
ddndlee plus grand ( 1 ). 

hos ensembles formes soul most,rabies B pan*<* qibils soul los 
comploinonlairos <1 ensembles Ioniums des pomls mterieurs a tin 
nniubm (ini mi a unt* inbuilt* denombrablo d’inlorvallos. Soil, I", tin 
ltd ensemble, la nicsun* tit* sou eompldmeutaire est evitlemmenl 
Ibdonduo inldrieure do oo eomplementaire, dont* la mosuro d’un 
ensemble lerme t*sl son elendue oxlerioure. I)<* la dot*,oub* la pro- 
pride t|tii nous a son i : mi <*nsoml)lt* forme do mosuro nullo esl 
mi groupe inldgrable ( p. •>,<)). 

domme applit*alton do oos considerations tbeoriques, calculous 
la mosuro tit* IVnsomblo K tlt*s poinls de (o, ,) ids quo la suite tie 
b*ttrs rhillros deeimntix tit* rang' impair soil, periodique (p. <p). 
St til 

a* a -a 
.o ! I , 

It) to i to*' 


{ 1 ) l/rnsrmldr dr.s ensembles mt*.suraltlt*s B a la puissance tin oonlinu, il 
e\ish* 11 o f i <" d‘auh'rs ensembles mesurables (jut* le.s ensembles mesu rabies B; in a is 
rela nr vrut pas dirt* qu’il soil possible tie delinir nu ensemble non mosurable B, 
r‘rs| ,‘t dirt* de pronotierr un mmtbrt* liui tie mots e,araet<*risanl mi e,l un soul 
ensemble non mesurable B. Nous ne reneontrerons jamais q ue des t*nsembles 
mesurables B. 

M. lltirel avail imii((ue ( mttt* i, page ^8 des t.acuns sar la thdorie das func¬ 
tions ) les pnuripes tjui nous out guides dans la thcoric de la mesure. 
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v est rationnel, Fensemble des nombres y esl dcnombrable. /V 
chaque nombre rationnel y coi^respond un ensemble de nombres x 
ayant meme mesure que Fensemble des nombres z donl les chifTres 
de rang impair sont mils. Pour demontrer que E est mesurable 
(it de mesure nulle, il suffit done de demontrer que Fensemble 
des nombres z jouil de cette propriete. Or cet, ensemble s’obticnt 

en enlevant de (o, i) Fintervalle ij, puis de ^o, les 

intervalles ( — 0 h )> ou p est un entier infdrieur a io, 

\io 2 red io- / r 7 

puis de chaque inlervalle reslant ( — n , ~ H-- ) les intervalhis 

1 1 \ io 2 io 2 ud/ 

/ p q i n ci h- i \ • • i * * . 

j— _|—l q-—- -h -—— y et amsi de suite. A chaque one- 

\io 2 10" 10° io 2 10* / II 

ration nous enlevons les ~ des intervalles qui restent. L’ensemble 

io 1 

des z est done mesurable B et de mesure nulle. 


III. — Les fonctions mesurables , 

Pour que les considerations precedents nous permettont deta¬ 
cher une integrale a une fonotion f(x) y il faut que, si [>etit que 
soit e, nous puissions Lrouver les nombres l L (p. ioi) tels que, ou 
les fonctions A* correspondantes, ou les Wt % soient associees a des 
ensembles mesurables. Supposons que les ensembles correspon- 
dantaux ^-soient mesurables, et soient a et (3 deux nombres quete 
conques. A un nombre £ correspond un certain systeme de 
nombres /*•; soit l p le plus petit de ceux qui sont compris entre a 
et (3 et Ip+g le plus grand. L’ensemble 

E(<1^ = i) h- Ei = i ) .. .h- E( ty p + f/ -- i) = E( e ) 

est mesurable; or quand on donne a £ une suite de valeims decrois- 
sanies tendant vers zero e 2 , ..., on a 

EI a f( x) <L ^J = b(si)-4-E(£ 2 j-i-... } 
done E[a </(*£') > P] est mesurable. 









i.i:s functions somm aiiuik. ,,, 

,\o(ts dtrons (fu unc Junction borncc on non cst mes arable 
si, i/ur/s ,/ttc sniii) t % ,■/ p, l'r„sc/>ihl<> K[ <X-.;/(.*)< p] ( >st. 
nirsttni/i/r. LorMpi'il rn cst ainsi I’cnscnilde K|a] osl, 
iiusM incMiralilc, car il cst la panic commune mix cnsemldes 
M * ^ ./( ■/ ) ’J- * h | 4 1 11a11«I h tend \ers zero. On \or- 
rait aussi ipic, pour ipi'imc f'onrlinn soil mesuriilde, il Ianl el, 
il Mtflil <pic rcnscinl.lc K| % ■ /(./•) | soil u.esuralde, <picl (pie 
ho it x, 

l,n stannic tie deter functions mesurabies cst unc /auction 
nicsitnih/c, Soient l<\s deu\ (unctions mesurabies /’, el /‘ 2 ; a tout, 
uomhro s laisons eorrespondro unc division do lour interval le do 
\ari»tioiu lint on turn, a Taolu do nomhivs //, Uds <|uu // H — l £ soil, 
an plus e$*ale a s, ut considerous los ensembles K// do valours do .r, 
tels quo Ton ait 

J i 1 r U I/ J'i ( r >, ti i tj > 7 .. 

La so in me k f z ) dos cm stun I tits I *„// osl mosurable, puisqnc oliaotm 
d ett\ Tost ; ot si Ton donue a s <los \al(‘urs £/ t.ondant vors zero, on a 

l*d * A .A I I'd-i) s I Ui*) - 

done J\ } fn osf une function inesurable. 

i )n demontrerait do memo quo Ton pout olfocluor, sur des fono- 
tions mesurabies, toutos los operations dont il a ole parle an sujet 
dos lonotiotis inte^rablos < p. do) sans cesser d obtenir des (one- 
tions mesurabies, Mats il \ a plus : hi (unite tf unc suite cancer- 
grille tic Janet tons tncsttrahh \v cst unc function mesu cable; 
si /'„ tend v ers J\ Tensemble L| J\ ,r ) - a | esl la simime des 
onsomblos L„, K n etant la parlie commune anx ensembles 
L| /'a ( j ) - v, |, L| f n j | (./*) x |, . , ., (*l tons cos ensembles sonl 

uii’Mirabies si |os bmotiotis f H sont mestirablus, 

\ pplitpums oos resit I tats ; los deu \ fond ions /'. const f ~ : .r 
sont e\ idemment mesurabies, doin' tout polynome est, mosurable. 
Toute function limite do polynomes osl aussi mosurable : done, 
d ap!bs mi theureme do \\ eiorstrass, toute fonetion continue cst 
mosurable, Los functions discontiaiics iimitos de functions conti¬ 
nues, <|no M. Bain* appcllo functions dc premiere elasse, sont. 
incsttrabb's, Los functions qui no sont pas do premiere elasse el 
qui sont limbos do functions do premiere elasse (M. Baire les 
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appollo /auctions rf<> seconde r/ttssr) soul dos foiioiions musu- 
raldos. 

Roinarquons oncoro quo I os fonolions ainsi I'oniKVs <lo prooho 
on pmolio sonl. tuosuoablos B, <'. < fc sl-a-<Iii*t* quo los onsuiublos qui 
I (mi r ooorospondonl sonl inosurablos B; oo sonl oos fonolions (ju<‘ 
nous ronoonlrorons uniquonionl ( !> ). 

(hi pool, souvonl ddmonlror qii’uno fonolion osl mostirnhln on so 
sur\anl. do la propridlu suivanlo : si on faisanl abstraction (Tun 
ousondde do valours do ,r do mosuro millo, la fonolion f\ ./•) osl 
oonlimie, <dI<^ osl tnosnrablo. Car les points liniilos do IVnsomblo 
K[a* /(./;)| <pii ii(* font pas partio do rot ousontblo Toni ndoos 
saimnont parlio do P<;ns <j n 11 > 1 <* d(* mosuro nulln nd^li^e, dono its 
fornionl un onsomblo do mosuro null<*. LVnsomblo K l tt ‘ /(■'•)!• 
dlanl fori no a an (‘ns(*iul)l<^ do mc'sinv niillo pros, osl moMirablo. 
On voil. ainsi, on parlioulior, (pu* lonto fonolion intdjp'ablo au m-is 
do Kiomann osl. inosurablo; on voil aussi (pit* la fonolion y(,r) do 
Diriohlol, <pii osl non inld^rablo, osl mosurablo. 

IY . — Definition analytu/ne de (' intrant 

I)d(inissons mainlonaul Tinli^ralt* d'nin* fouolion mosura Ido 
borndo on snpposanl Pinlorvallo d'iutd<p*at ion (//, h) posit if, Nuu^ 
savons quo, s’il s'a^il dbmo fonolion o(‘U(* intd^ralo osl 

/// [ k (6 i q, 

<*l quo, s’il s’ajjpl d’uno fonolion j\ % r ) quoleonquo, Pinh^rab* doit 
din* la limilo o.onmumo dos intd^ralos do o ot <1> ( p. n>d quaud lo 
maxiinuin do i t H // load vors zdro. IPapros los oondtlions dn 
probldmo d’inln^rnUon, oos inld"rains sonl 

t.„.n 

-i = K|/(.r) ■ //1: ! m) K| //•-/(.»•)... 

t l) 

t „-■ n 

2 « 1 K( - rJ ■' *< I!-»•"»JKf/i-o 0 |:j- 

t ; I 

( 1 ) 1,( ‘ sais pus s’il osl. possible do nommer turn fouolion non nusMirablo U ; 

jo rie sais pas s’il o.\ist<*. <les fonolions non mosurubles. 
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Nous savous deja que ccs deux nombres different de moins de 
£(/-» <t) |>ar<5<* <|ue <I> — cp est inferieure a e. Si nous faisons lendre 

e vers zero, en inleroalanl enlre les /; de nouvcaux nombres, alors 
cr rroil, 1’ deeroil, S — cr lend vers zero; done cr el 1" out une memo 
Simile. 

Soienl a*,, l 1 , ; cr.>, 1\> ; .. . les soinmes obtenues par ee procede; 
soienl cr',, ^; a\,, X; ... les soinmes oblenues en faisant tendre 
£ vers zero d\me aulre maniere ( 1 ); soienl cr" ? S'J les sommes 
oblenues en reunissanl les nombres // donnant cr, ? S , et aq, S',; 
soienl cr'.',, S' t) eelles oblenues on reunissanl Les /*• donnant <?.>. ; 

cr,, S’, ; cr',, S'., ; el ainsi de suilo. On a evidemmenl 



la soeomlo de cos movables men Ire quo cr'. el S'- 011 I la m&me limile 
que <tJ el. S''-, ear nous savons que cr'' el S'- onl une limite el que 
11'.- - a*'. lend vers zero. La premiere montre que cetle limile esl 
aussi <■:<dI<*. de 3/ el S/. 

La valour de l’inle^rale esldone indepeiulanle de la maniere dont 
le maximum de /* + , — // Kmd vers zero. 

Nous eomplelons eel.le definition en posanl 

J\:r)<to~— jf f{x)dx. 

II reste a voir si I’inlc^rale salislait bicn aux eondilions du pro- 
blem(‘ (l’inle^ralion (-); il nous suffit evidemmenl d’examiner les 
conditions 3 el (>. 

Lorstpu! Ton addilionno deux functions ne prenanl chacune 
(ju’un nombre lini de vabmrs diUcrenles, coniine les fonctions <p 
<q, <I>de la pa^*e 101 , la condition 3 est evidemmenl verifiee. Soienl 
mainlenanl J\ cl / 2 deux fonctions mesurables bornees; nous 
savons que/, el/ a different d(i moins de e de deux fonctions cp, 

(t) i j( . s /. <j U i donneut, <y p cl 2), ne contienncnl pas micessaircmenl ceux qui 
out domic * crp , laiulisqueles ^ donnant ct contiennent les/• rela- 

lifs a cr . el - r 

( 2 ) Pour le oas oil il existerait ties fonclions non mesurables, il faul ajouter 
qu’on s’aslreint ii la consideration ties seules fonclions mesurables. 

L. 
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et cpo de ia nature de celles tlont il vient d’etre parle, done/, H-./a 

s%l> 

dillSre de moiiis de 2 s de cp i H— ; / (/\~\~/' 2 )dx dillere de 

moins de i>.s | b — a\ de (<p 1 H- <p 2 ) dx = jT <pi r/,/* H- cu ^/.r, 

e’est-u-dire de moins de 4 £ |& — e/| de / f\dx~ t- / J\dx. La 

condition 3 esl done bien remplie. 

La condition 6 est aussi remplie, car on ala propriele suivante : 


Si les /(motions mesurabl.es J n (.r), bornees dans lean * en¬ 
semble, d esl-d-dire quels rjue soient n et x , out une limite /(./•), 
I* integrate de f n (x) tend vers celle de/(&)* 


En edet, nous savons que f(x) est inlegrable; evaluons 

r h 

f \f[w) ~~ Jn(r)\ dr. 

J (t 

Si Ton a loujours |/ w (./.*) | < M el si f —fn ost infericure a e 
dans l5 /0 f — f, n elan l infericure a la fonction egale a e dans E„ el 
a M dans G(E W ), a une integralc an plus dgalc en module a 

zm(\i n ) -h M m [C(E,0l- 

Mais e csl quelconque, el m[C(E„)| tend vers zero avec parcc 
qu’il n’j a uucun point eommun a tons les E„, done 

f\/-/n)dr 


lend vers zero. .La propriele est domontrde (<). 

Une aulre forme de ee llieoremc esl la suivanle : 

Si tons les res Les d* line serie de fo net ions mesu rabies sont 
en module infer ieu.rs d an no mb re fixe M, la serie est inte - 
g ruble ter me d ter me. 

Les definitions el les rdsullals prdc^dents peuvenl elre elendus 


( 1 ) M. Osgood, dans un M&moirc de VAmerican Journal, 1897, ^ Le non- 
uniform convergence, a dihnontrd le cas paniculier de ce th<$or6mc danslcquel 
/ cl les f n sont continues. La nuSthode de M. Osgood esl tout & fail difl^rente de 
celle du texLe. 




US FUNCTIONS so mm a hi.ks. n 

•' 1,011 i>"i-ii<Vs. Soil f[.r) imo I'onrli.. 

iuni lionioo. ClioiMssoiis ill's iioinlircs ( /y / t 

/■j, .... ru 111 > 111 i ■ i-i ■ mlim, rclirlomirs ill* _j_ r j~ ,|| l( , 

?i sul1 l"iijours iiilV'i-ii'iii' a i. Nous pouvons forilii'r Irs (li'iix 

series 

wfi 

7 /, ///; k I /,• /i ,r i , |, 


V 




iui rrprenant lrs raisonnemenls prcceden Is, on voil immediate™ 
muni que, si I him* d elles esl eon\reveille, (‘I par* suite absolumrnl 
comer^eutr, I antre I esl aussi el qur, dans ees eondiLions, cr el 5 
tnident \ers one li mi te bien determiner quand le maximum do 
U i \ h lend \ers zr n> d ulie mamere q ueleonq ur. Oell.r limile 
est % par’ definition, rinlr^ralr de J\,r) dans rinl.ervalle posil.iT 
d integration ; on passe de la a I inl( k i k vall( k ne^alil eomm< k prere™ 
demment. 

Nous appellerous junctions sonwidhtcs l< k s I onel ions an xquelles 
s'a pplique la definition eonslruelive de finle^'rale ainsi com¬ 
pleter { 1 i. Toute function mesur k ald( k bornec esl somtnaldr. 

Les raisonnements employ's monh k ( k nl que l< k probleme dbnlf™ 
^ration esl possible et d’unr scule manirre, si on l( k post k pour les 
functions sommaldes. 

On nr connart au< k uu( k fonelion burner non sommable, il esl 
facile an rontrairr dr citrr des (duelions non burners non sum- 
mabtes, La fond ion nulle pour ./•=£=<> < k t c^ale a 

(,r * sin 1 ) or sin * * ‘ ros —■ 

' ! } a* 


en est im e\(‘tnple; rrpendant ( k ( k lle function p< k ul el re inlfgree par 
les metbodes de Lauehy < k l Ihrieldrl developpecs an Cliapilre I. 
On poiimi, dans certains ras, appliquer res mel,bodes aux. four- 


» 1 i Jr mVi arir tet du liutiaiKc adoplc dans ma These on j’uppelais /onvtions 
xnttunttbfr s rrllr*, qur j‘appetle maiulenanl, mesa nth lex. Wee les conventions dti 
tr\tr, le mot snmmtthtv jotie duns la Iheorie de I’inle^rale le rnrtme role que le 
mot uitr^rnhie duns riutegration riemanni<*iuie. 
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I I () 

lions non sommables pour definir lour in Ingrain; jo iPinsislerai pas 
sur relic genera lisa lion. 

Voiei urn! dernirre definition; si imc four.lion /*(./*) rsl delinie 
dans un ensemble K, nous dimns qu’elle rsl sommable dans li si la 
fonelion /), egale a f pour los poinls de li el a o pour los points 
do C AU (li), a unr inlegralc dans AB, qui sera, par definition, Fin- 
legrale do f sur li. Dour,, si un ensemble li esl la somme (Tun 
nombre (ini on (Fune infinite denombrable (FensemBles mesu- 
rabies li/, sans point common. deux a deux, on a 


./>.o./: 


H-. . 


eela esl evident si la function sommable eonsidereo esl boriKM 1 ; 
on 1(* (biinontrera sans peine pour line fomiion sommable quel- 
eonque. 



V. — Definition geometi'i(/ue de l*integrate. 

La definition constructive de Fintegrale a Iaquclle nous venous 
d'arriver esl analogue a la definition dcveloppee an Chapilre II; 
soulemenl, pour ealeul<*r unr valour approcheo do Fintegrale, an 
lieu de se donner coniine dans ee (Chapilre line division do Fiuler- 
\ alio de variation de ./*, nous nous sonunrs donnd im<! division <le 
Finlorvalle de variation do ,/(■/*). lleelicrelions mainlenanl s’il esl 
possible (Foblenir urn: delinilion analogue a cello du Cbapilre 111 . 

Cela suppose resolu Je probleme de la mesure des ensembles 
form<5s do poinls dans un plan, probleme (pio Foil pose* oommo 
pour le oas de la droile, la erudition devenanl : la mesure de 
l 3 ensemble des points dont tes coordounees verifient tes ine - 
ga tiles 

<> ? 51 , 

esl i. 

On demonlrera facilcmenl que la mesure (Fun earre <\sl son aire, 
an sens elcmenlaire du mol. De la on deduira (pie la mrsuni (Fun 
ensemble qucleonquc esl comprise entre sa mesure exlerieure et 
sa mesure inldrieure, mesures qiPon delinira eomme dans hi eas de 
Ja droile, les cam5s rempla^anl Jes intervalles. 

Pour ddmontrer (pie la mesure inlerieure ne surpasse jamais la 
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HK'Miiv c\|("'i-iimii'c, il fiuxlt'ii <l('moiiircr cpnm 0 no pcul 

I'lro (-niiNorl u I ;n<lc d'im mmibrc lini do oairds r,- quo si la sommc 
dos aioos dos oxl an moins d^alo a laii'o do C, 00 (|uo l’< m poul. 
I ' :,i, ' r ( 'l , ' l, ' , 'iil;iii‘oinonl (*); puis il I'audra ildmciilror lo l.hdordino 
do M. Hurol lursipi’iiii romplaoo da ns son diionod lo mol in terml/e 
|ku* Jo mol varrr on lo mol donuti tw. 

La domousl ration j‘ul so Cairo oommo pour lo oas do la droito, 
juais jo \<mi\ a rot to oooasion indiquor rommonl on poul. employer 
la o(MirlM' do M. Boano ol los aulros rourbos analogues (p. \/\). 
Soil lo domamo I) donl loul point (punsi quo l< i s points Ironliores) 
ost intoriour a I mi dos domainos A. Nous pouvous delinir, a I’aido 
d mi paranuiru / variant do o a 1, un<‘ eotirbe (1 qui remplit lo 
tlouiatuo I) ol <pH no passu par auoim point extdrieur Chaque 
domaino A doooupo sur L dos tiros uorrospondanl a ourtains in tcr- 
\all(‘s do variation pour/, soiunt 0 oos inlervallos. Un domaino A 
pmil d aillours avoir dos points do sa frontiVire oouimuns avoo ( 1 , 

( os points no lormaul pas d inlurvallos; nous nu£>h^eons oos points 
<‘t nous no turns oooupons quo dos iulurvalles. ( o, 1) ost uvidum- 
numt ooti\(‘rt a\(‘<' los 0, doin' avoo un nombn' (ini dVnlru oux, 
d apirs h‘ Ihuorumo d< k M. Borui pom* In oas do la droito, ot, par 
Mtilo, D (‘st oou\< k rt avoo los A on number lini qui correspondent 
a oos o. 

<a*tlo propriuto ddmoulru<\ la suiI<' d( k s ruisonnemeiils ol. dos 
dolinit ions so pom % suit ('miinir dans lo < k as d< k la droito, l< k s inl.er- 
vallos (‘taut ton jours romplaous par d<*s uam's. (lommo datis lo oas 
do la droito on dolinit los onsomldos musurables, los onsomldos 
tuuMirablus B, <*( Ton dumoutru a lour sujul los imbues propriet.es. 

II no Caul pas ooufondro la inosuro d< k s ( k ns( k tnl)l( k s d( k points dans 
lo plan avoo oullo dos onsomldos do points d’unu droito; nous los 
(listin^uurnns lorsqu'il y aura doul( k en l( k s (pialiliant nu’surt* sfi/)C/’- 
fividlv ( k t mrsun* Hmutin* nit ). 


< 1 t I'mir eette question <•( pour (nut ee qui mneerne la mesure dos poly^onos, 
mi eousuliern liver interei la Note I) de la UVooirV/vV; vlvmcnlau'e do M. Ihulamard. 

! 1 On |m» ttrra pour eela elaldir une correspomlanee biuni voque el continue 
cnlrc trs points d'un earre at eeux du domaine l >, puis prendre pour eourbe. V* 
« rile qui eorrespoml a la eourbe de Peauo remplissant. hi ear re. 

( ‘ f (a-H deiiuitions pcriuetieut d<* deliuir les functions mesurnbtes de deux 
variables e( \vs i 11 1 «*imIo^ doubles relatives a otrs fonetions. J< k ne m’o<i<iui)erai ni 
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Arri\ons a la definition de Fintegralc. 

A toule fonction bo nice f( x ) nous avons attache deux ensembles 
de points E, [/(#)]? Eo [f(- x )] (Chap. Ill, p. 46); par analogic 
avec ce qui a ete fait precedeinment, il est nature! d appclcr inte¬ 
grate de la fonction f la quantile 

l = /yj.4E,(/}| — /n s .fb,(/)|. 

Etudions dans cjuels cas cette definition s’appiique; nous allons 
demontrer que c’estlorsque la fonction / est mcsurabJe et seulc- 
ment dans ce cas. Pour cela il suffira evidemmenl de le demontrer 
pour la fonction cp(x) egale kf(x) quand f(x) n’est pas negative, 
et nulle quand f(x) est negative; e’est de cetlc fonction ©(.z*) que 
nous allons nous occuper. 

Quand on fait ddcroitre oc, Fenscmble E(cp^a) ne perd aucun 
point, de la on d^duit que m//[£(cp ^ a)J et m^ e [E(cp 5 a)] sont des 
fonctions non croissantes. De plus, E(o^a) est Fensemble des 
points qui appartiennent a tous les E(co^a— A); de la on deduit 
que (cp > a)] et /;?/ 5<? [E (cp ^a)] sont des fonctions do a con¬ 

tinues a gauche. Ceci pose, supposons que Ton ail 

/y?/ iC [E(<p^a)] > /ra /j /[E(<?l;a)| ■+- s. 

alors il en sera encore de menie dans lout an certain intcrvalle 
(a — A, a). Considerons la partie E de E(cp) comprise enlre 
y = a — A et y = a. Enfernions les points de E dans des carres A, 
les points de C(E) dans des carres B; on peut supposer les A et B 
de cotes paralleles a ox et oy. I Is out en conun un des reclanglcs C 
dont la sonume des aires est au moins />?, /(E) et en dif- 

fere aussi peu que Fon veut. La section des carres A par la droilc 
y= Iv est composce d’intervalles a qui enfermenl E[cp(;r) ^ Iv], 
celle des carres B est composee cFintervalles b qui enferment 
CjE[cp(x)>K]|, celle des rectangles C est formce des parties c 
communes aux a. et A; on a done 

m/(c)Zm/ te J E[®(#) ^ K] ( — j E[<p(a?) 1 K] {. 
nii(c) est done superieure a s quand K varie de a — A a a, et 


de ces questions ni de quelqucs autres qu’on peut y rattacher, cormme rintegra- 
tion par partie el I’int^g ration sous le signe somme. 
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nt^/K esl an moins e^ale a e/t. \<] el par suite li(cp) n’esl 
dour mesuraldr quo si y <»sl mesuralde. 

Supposuns que y bonier soil mesuralde el parla^eons Pinler- 
UiWc dr \ arialiou dr y a Paido dr nombres /,*. Soil K la panic 
dr i‘4y) comprise cnirc //_, el //, nous allons evaluer sa niesure. 
Kn I muons dans drs inlrr\a Mrs a Ics points de PI (y ^ i L ) cl eeux 
dr (,|h(y //)| dans drs inlervalles soirnl r I<»s inlervalles 
laisant pat lie drs a el drs h t ( amsiderons Pensemble jl, dcs points 
d<ml l< k s abscisses son! points d< k a rl donl l< k s ordonners soul 
romprisrs enlre d soil 0 Ponsombic analogue relalif a c. 
L ensemble A. - C (danI ronl( k nu dans K, on a 

w v ,(hj ,>,A 4 ,) . ///,*( 0 ) ( // — // i )| tn/{ a) — ////(r)|, 

de la on deduil 

"Pd P> i0 li i )////| Ii(<p ’//)]. 

Imi laisant la miiiiiiic dr Ionics Ics illegal ilfis analogues, on a 
m< tl I I'd y )| 2 // ////1 H( // o ' , i)| ■*"* fj, 

Ku raisonnant (Pune lac;on analogue, on \oil que 
\uo >| s/, , /t ,\ I'd /, i : cp * //)| v. 

Nous a\oils (Iniiunlir <pn k l< k s <lru\ quanlilrs rr rl londcnl vers 
line memo limitr quand le maximum d( k // f , — // lend vers zero, 
dour K{ y ) rs| nn k sucable < k l Ton rrlmuve la definition de I’inlc- 
j^i'aIr drja donnrr. 

Nous apprll( k rons in teg nth* ifidc/init* dc j(;r) Pune qurleonqur 

drs fond ions 



l *<\s i/tie **'/*(ties indeji n ies son t ties functions coni in ties. Si 
f(j') os I tine fonclion bonier, r< k la < k sl < * v i < I < ‘ 11 1 . Supposons (uisuilc 
J \./•) sonnnahlr mais non bonier, alors on prul Irouver a assess 
$4 rand poui' qur l( k s inlr$,*rnlrs d< k /(./*) dans l< k s deux ensembles 
K(/\ % ), Kt/d ' > 7 .) soi< k til louU k s d( k u \ in fori euros en module 

a t. Pnsons f j\ {• /* u , J\ (dant nolle poui k les deux ensembles 
K {/ * 7 ,), K(,/V; • %) < k l f> (da nl nolle pour K(— aL/'L a'). 

Mo is Pinlr^ralc ind(dini< k dr j\ < k sl un( k fonclion continue; Pin- 
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tegrale de f 2 dans tout intervalle etanl 2s an plus, aulonr cFun 
point quelconque x 0 , on peut clone trouver un intervalle dans 
lequel Faccroissement de F(.z') soit an plus 3 s, cc qui prouve que 
F(j") est continue. 

Si f(x) est sommable, | f(x) | 1 ’est aussi el, dans tout intervalle, 
Fintegrale indefinie de f(x) subit un accroissement on .module 
inferieur a celui de Fintegrale indefinie de | t /(.'/’)|; eetlc derniere 
in tegrale etant croissante, toate integrate indejuue est d varia¬ 
tion. bornee. 

Les propositions trouvees an Chapitre V (p. 69) relativemenl a 
la limitation des nombres derives de F (x) a Faide des maxima et 
des minima de f(x) sont encore exactes; elles se demontrent de 
111 erne ( 1 ). 

YI. — La. recherche des fonctions primitives. 

Qccupons-nous de la recherche des fonctions primitives. Soit 
3 (x) une fonction ayant unc derivee f(x), nous savons que 
f(x) est mesurable, car c’est une fonction de premiere classc. 
Supposons cpie f(x) soit bornee, alors .r, x h\ est aussi 

borne, quels que soient x et h. Et puisque f(x) est la Iimite pour 
h = o de x, x-h !i\ on peut ecrire, d’apres un l b core me 

enonce a la page 1i/f, 

F |i(r + h) — 3(a;)\ dr 

j fix) dx = lim —- - --— = if ( x) -- rf (o), 

*J () ' h-~o t% 

car §(x) est une fonction continue. 

Done les integrates indefinies d’une fonction derived bornee 
sont ses fonctions primitives. Nous avons rdsolu le problemc 
fonclamental du calcul integral pour les fonctions bornccs. Dr 
plus, nous avons un proeddd regulier de calcul permettant de 
reconnaitre si une fonction bornee est ou non une derivee {-). 

( 1 ) Seulement on peut maintenant se servir des maxima et. minima obltM)u*% 
en negligeanL les ensembles de mesure uulle, car si l’on modilie la valour (Tune 
fonction aux points d’un tel ensemble, on nc modilie pas bintegrale de celtr 
fonction. 

( 1 ) Comparez avec la page 82. 
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Lour a Him* plus loin, ddmonlrons quo los nombros derives soul, 
mestirables el menu 1 mosurablos lb (amsidorons pour rela unc, 
suilo do I’onol ions el los fonelions u , u d^ales, pour 

ohaque valour do .r, a la pin* grande el a la plus polile dos limilcs 
dos u„ ; oo soul los r/n'r.lo/>/)rs <Vin<lrt<>rmination do la limilo 
dos //. \ oioi eommonl on prut <»l>(<*nir I'<*n\rloppe suporirure u, 
r, rst la fonolion qui, pom 4 ( 4 ba<pu k valour d( k .r, rsl e^ale a la plus 
grande dos fonrl ions n s , (/>>< . .., K (; u 4 / rsl la limite do la suile 
omissanlr r # , 17 } ,, iy f u , u rsl la limilo do la suilo deerois- 

saute uy, a'.,., .... Si los tii soul dos (one! ions oonlinnos, il on osl 
do memo d< k s vy, l<*s 07 soul dour an plus do premiere olasso ( k l. u au 
plus do soeondo olasst* ( 1 ). 1 1 u raisonnrmrnl analogue s’applique 
a //. 

La ddli nit ion dos on\ < k loppos dindrlerminalion au rail pu olrc k . 
ilimuiV par uuo fonel ion "*(./*, //), on h <ost un paramrlre rempla- 
r.iul Idndioo do la lonel'ton ///. L un d( k s nombros derives d( k /(./’) 
os l I’tiuo d os em oloppos d'indrlormi mil ion do r [/(./*), J- -h A |, 
quand on fait toudro h \ors zero, par vab k urs do si^'oe <Il< m*i niin;. 
Mais /*| j\r\, j\ ,rq~//| rlanl oonliimo rn (./•, //) pour h / o, on 
poul, pour la r<‘ob( k i 4 ob( k <b* 00s on\oloppos, romplaeer I inlinil( k non 
donoiubrable dos valours do h par line su 1 1 <* do valeu rs dr h Ion- 
danl v ors zero el rou\onabb 4 nu k ul ohoisirs. Los nomln 4 ( k s d( k ri\( k s 
MUtl dour au plus do s(‘oondo < 4 lass( k . 

< iooi pose, soil A lo nombro derivb stiperieur a droil< k do /(/’), nous 
lo supposons iini. IVenous arbilrairomrnt d<‘S nmnhiTS f lt robe- 
(nones do /. a }’*/.• qua ml n par< 4 oui 4 l la suilo dos nombros onliors 
do 4 a } - 4 , ol supposons quo f fl ,. t ’ no surpasso jamais s. 

I A 

I’rrnutb iIch nombros posilif's <i fn lots quo ^ tt H | l tl | soil inloriouro 


los 


I >rsij»uous, pour abro^or, K(//* * ^ A 
n on suite simplement iulinio <%, 
inlorvallos ol L(r,. ) dans dos 


par <>, n < k l ran-vons 
, . .Lnformons r, h dans 
inlorvallos l„ ( ohoisis do 


manidro quo la sojumo dr lours parlies communes soil au plus «„ r 
Ltdormotis r fl dans dos inlorvallos \ n ol ( j (o //( l 'Y/d dans d< s 


i 1 1 l,r mAmt* raisonuomrut iiumiIit (jm; si Irs u f soul m< k surabltts, u Uslaussj 














I •>.*>. 
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intervulles 1 ms \ w et Ims l /f , elant interieurs mix t Wj at ajant do* 
parlies eommunes de longueur au plus egale a // W| . On enferntera 
de merne e w# dans \ H< el Of r,, s h e, #t 4- e, u ) dans I, ## , ees intervulles 
elanl eonlenus duns l rt- Ml avanl pour mesure de leurs parties 
eommunes <t n% au plus (’). 

Kn ('onlinuanl ainsi, on enfenne e n dans !K n et m { \, t i . ut { r n » 

esl au plus u n ; dr plus n’a en rommun aver les attires A„ } p 
<pi<‘ des intervalles, eliaetin dVux elant eompti* une senie fo i s, dr 
longueur !olal<‘ inferieure a 

Les deux sommes 1" | 4 | m s r n ) et 1" | 4 | *n { A /# ) son! eon\ ergentes 
on divergenles a la Inis et, si elles convergent, elles different do 

moms de c, lass deux expressions f |A|of,r el, !!|4 |m(A w ) mil 

doin’ un sens en undue temps et, si elles en ontuxi, idles different de 

moins de e (fa a — i), (//, fa) elant' rintervulle posit if ddntegrir- 

lion, Lai m&me remarque s’appliqtte ait\ deux expressions f A tLt 

<•1 114 ni i A,*). 

Soil un point ./• appurtenant a e /M .V eeiui des. intervulles A;* 
qiit eontient ,r. Nous attarlums a.r le plus grand intervalle ,r • fa I 
eouienu dans Sf r 11 o longueur au plus egale a s, et ltd quo 

4 r|/t .1* 1, .#•. .#• •» h | / /H 1 a-1, 

A fable des intervalles ainsi definis, on pent former une chaiue 
<rinler‘valles eouvrant (o, fa) a patiir tie a fp, fi.T'l, Odette rliatnr 
peal servir a e valuer une udeur apprneliee de la variation totale 
de /* Cette valeur npprorhee ainsi trainee e est comprise entre 

e, z{fa « a) et iq •+• $( fa a) on e, • V |/ ; ,j nn B ; , »* en desi 

gnant pur 14 les iutervalles emphnes dans la eh,urn* el qui pro 
vienmml des points tie e p , Les points de \ p qut sie font pas parlie 
de I4font ndeessairement partiede 1' 1111 ties ensembles A /lf#/ t// / on 

done leur mesure esl au plus egale a u p el e* dtiiere de V | f tt \m t 1 

de moins d«* V n H I 4 ! <2. 

Dour, pour f/ut* Curt ties tu>m fares derives ti'um* ftmviion, 

( 1 ) su|>|)os«! < 1 11 c* INm t lmoil irs V >( tlr iii,nu«*n* qnv rruv qut run 

ii u 0 m$un,‘ in d iee a’em |a (Heal Irs «iih nyr lt*s mures, rt <tr imHm* i H , 
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suppose Jitu\ soft sotnmafde, if fttnf ef if suf/it </ue cette 
junction sutf it curnthon hornee; str en/'iution totnfe est Vinte- 
A* t'ttfe de i<t eafettr ttbsofue (ft/ notnhre derice. 

* Sl ' ceprenant le raison ikmikmiI precedent, on so sort. des inler- 
\ allcs empbnes pour eal eider raccroissement f(f>) — /'( a) do /’(./*) 
<Ians i <t* b ), on soil <pie / tnft'prtt le tndejtnie d 7 tin notnhre 
derive sotntmtlde t>st la function f don t if csl fc no/nbre device. 

\insi nous sa\ons resoudre les problemes B, B\ C, (7 (piaml la 
function donnee est Imrmr on (piand on sail (pin la function 
itieonnue nr pent circa \ aria! ion non bornde. 

\ uiei d autres couseipienee.s : soil imr function /' ayanl ses 
nombres derives a droile parlout (inis, on a 

, (> j> 

J\/n J\<n I A f , (fut.r- I ;„/(/) <{.r; 

* a * k 

done A,/ A,/ e s { une ionet ion non ne^al i\ e d 1 in terrain nolle cl, 
par suite, cite es| partoul nude, sauf pent-dire au\ points d’on 
ensemble de inesure nolle. Said en C(‘s points, /’a dour une d driver 
a droite, 

( )n pent aller plus loin el ddmonirer <pid///r function it curia- 
tinn fmrttt't* ef it nom fires tic rices /inis a ttne dericee pour an 
c/tse/nfdt 4 de potttfs dent ft * completnen(ait'e est <fe inesure 
ttttffe; de plus ttne telle function esl /’ integrate indejinie de sa 
t/et vere enttsttfe/'re stall ement fiottt' l' taise tnble des points oit elfe 
e.taste ( * ), ( a*s deti\ proprietes, qui s appliipient en |>arlirnIi<n* 
au\ louetions a nombres ddriv ds bonus ( -), rdsullent des consi¬ 
derations siii\antes : 

la's integrates imb’dinies des lonelions sommables out tonics, 
nous allons |e voir, des d<*ri\des en certains points; nous eompa- 
rerons cette ddriv de a la fond ion intcf»ree /', (lonsiddrons dabord 
le (Ms d'une function mesurable »!/ ne prenanl <pie les \alcurs o cl i, 
soil M*sou inidjurale inddfinie el posons Im *1 > i V - K. Knfermons R 

f 1 i C.i's ilr ** x prnjM’irlrs snot vruirs Inrsque Tun sc.ulemenL des qua Ire numbers 
ilmvo esi tine 

( ! j (hi s'r\|»liqm* atnni que savoir qu'uur Ibnrlion salisfait A la condition de 
ia{»s<*iut/ suit Htiinuil nussi utile ((tie savoir qu’elle esi derivable. 
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dans des intervalles donl la sonime des longueurs est m { ft) 4- £p 
et faisons tendre e p vers zero. L’ensemble £ commun a A ( , A.>, ... 
conlient E el n’en dill ere que par un ensemble de mesurc nulle, 
de sorle que, dans le calcul de V F, on peut remplacer i par A lei 
<[ue E('I/ = i) = £. J/ est la limile vers laquelle lendenl en decrois¬ 
sant les fonctions ^ attachees a A p , E( ij p = i ) = A p ; soil 
Fintegrale indefinie de <\i p . Dans tout intervalle positif, Faccroisse- 
ment de est an inoins egal a celui de l F, de sorte que 

\V P g XW > o, 

A etant l’un quelconque des nombres derives. 

Mais etant egal a i pour to us les points intericurs aux 

intervalles A p: n’est different de zero qu’en ces points et en un 
ensemble de points de mesure nulle. Par suite, A*F n’cst different 
de zero qu’en des points de £ (on de E) et en un ensemble de 
points de mesure nulle. Mais, puisque A x ¥ n’esl jamais superieur 
a i, que l F est Fintegrale de A\F et que, si E est eonlenu dans 
{a, b), 

W(b) — W{a) = m(E), 

A.W est egal a i pour les poinLs de E, sauf pour les points (Fun 
ensemble de mesure nulle. Gela etant vrai pour Fun quelconque 
des nombres derives, est la derivee de W 7 sauf pour les poinLs 
(Fun ensemble dc mesure nulle. 

Soil mainlenant la fonclion sommable /, reprenant les notations 
de la page ioi nous considerons / comme la limile vers laquelle 
les fonctions <p lendenl en croissant quand le maximum de — // 
lend vers zero. <p est la derivee de son integrate indefinie, sauf pour 
un ensemble de mesure nulle, car c’esL une somrne de fonctions 
On deduit de la, en faisant tendre // + , — k vers zero, (pic les 
nombres derives de Fintegrale indefinie P de f sont au moins 
egaux a f sauf aux points d’un ensemble de mesure nulle, car 
dans tout intervalle Faccroissement de Fintegrale de/eslau moins 
egal a celui de Fintegrale de cp. De memo, en considerant les fonc¬ 
tions qui tendent vers f en decroissant, on voit que ces nombres 
derives sonL, sauf en un ensemble de mesure nulle, au plus <%aux 
a done Vintegrate indefinie d’nne /auction sommable admet 
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cv/te function pour dencee sctuf aux points cVan ensemble de 
mesure nude ( i ). 

Si I’on rapproche cel cnonce de la definition proposee a ia 
l )a K e on reeonnatl que (‘die definition esl exaetenient equi\a- 
l(‘til(‘ pour les fondions bornees a celle etudiee dans ce Chapilre. 
E’inlegmlion des fondions sommables bornees esl done, en an 
certain sens, roperalion imerse de la deri\alion. 

VII. — La rectification des courbes. 

Soil une c.ourbe rectifiable 

T — r=y{t), z = z{t) y 

definic dans ( a , b) par Les fondions x(t) } j (£), z(t) a nombres 
ddrivAs homes. Ces fondions admcltent toutes Irois a la fois des 
derivdes, sauf pour un ensemble de valeurs de t de mesure nulle, E. 
el. soil £ le eomplemenlaire de E. Nous allons demontrer que la 
longueur de la, courbe e.st 

t = / fx'{tf-+- dt. 

J £ 

Remarquons d abord quo, dans tin inlervalle (<V <b ) 7 Fare s croil 
an plus de M \/d(/, — t 0 ), si les nombres derives de x 7 r 7 z sonl 
infdrieurs en valeur absolue a M. Done on peut enfermer les points 
de E dans des inlervallcs A donl la contribution dans 5 est inferieure 
a s d donl la eonlribulion dans l’inlcgrale l esl aussi inferieure a s. 
Ceei pose, parlageons 1 ’intcrvalle fini de variation de 

pO) = /*•'*-!-/*•+• ~- 

a l’aide de nombres /, tcls que /,+, — h soil inferieur a s. e n etant 
I’ensemble E(/„ </?(*) = /„+.,)> u0lls pouvons enfermer e n dans des 

(i) On pourrail iteduirc de cc resultaL la possibility d 'integrer par par tie . 
Lc raisonnement qui vient d’eti-e employe conduit a une autre propriete : 

Touts foliation mesurable est continue, sauf aux points cVun ensemble de 
mesure nulls , quand on neglige les ensembles de mesure s, si petit que soit s. 

Voir Boukl, Comptes rendus, 7 decembre 190.3; Lebesgue, Comptes rend us, 
28 decembre iyo 3 . 
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i •>,(’> 

intonallos \ it (lo ill los pariios ('oinnuini's a\oo d'autros f tf oa! 
mu* lon^uou r lolalo au plus d^alo a a tl ; los nomlins <t n dtant Iris 
quo la s<*ri<‘ 2 | i n 1 a n soil oo morion to ot do sonimc z, \ tout point / 
d(* (> p allaohons lo plus f»rand intorvallo (/, / ~h It ) (Tori^ino /, do 
lon^'uom* au plus d^alo a *, iulrriotir a oolui dos \ n qui oontiont / 
( i l lol quo 

/«lVl* r .~ 1.) (/ \ In riff 1 I vi/ i fn si/»|~ / tt i i - 

V un point / do K, nous attaolmns lo plus f»rand inlor\ alio ( /, / } - //) 
d’orifpno /, do longueur au plus dpdo a 3 ot oonlonu dans oului 
dos A qui <*.nnli<*nl /. 

Avoo 00:s iulorvallos, on pout oouvrir (o, 1 ), a parlir do o, par 
uuo oliaino <rin(<M'Nall(*s qifon pout omployor pour l<* oaloul do 
Taro. Cola donno uiu* \alour approohoo do I’aro di Horan l do 
inoinsdee(/; • a) *+- e do cr m(Y i ), on ddsi^nant par V los 
iulorvallos omployds pnnonanl d<*s points do e^ Los points do A/ qui 
no font. pas parlio do A'- sont dos points do \ on do A/ f/ -(/ o 
Or los points do t' oontonus dans A fournissont, dans 

71 il /, !tt ( A / ), 

uno contribution qui dilloro do moins do z(b . -a) do Lintd^ralo 
do />{() dans A; oYst-a-diro qudls donnont uno contribution an 
plus dgalo a e(/>- D’autro part, los points dos \/ qui 

font, parlio dos •\/ 4 .y (7 /: o) fournissont, dans cr,, uno oontrilmtion 
au plus of*'ido a =~e. Dorn* cr, • • o- torn! vors /.dm avoo z ot 

nimitio, dans 00s oonditions, cr, loud \ors /, la proprioto ost 
donumtrdo. 

La fouotion si t ), qui roprdsonlo faro, dtant rinld^ndr iuduliuio 
d(\ adm(‘l p (/) pour ddrivdo, sauf pour los points ddin on- 
somldo <lc» mostm* nullo. 

Ainsi (orst/a'ttne cottrbe reetijiab/e est tie/it tie a V (title de 
j'o actions tie t a nombrvs derives bo ears, on tt ia re latitat 

j y* , 5 *a. 

sat/J pour ties cateurs de l formant tin ensemble de mesare 
na/ie {'). 

(‘) 1<:n fcprcnanl los raisounements omployos, on vorra faoiloment dnun quoitr 
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Considerons uno oourbe rectifiable; exprimons ses ooordonnees 
a l’aide do Pare ,s' (‘ ); alors on a, en general, 

y'^2 _|_ r.f ‘2 __ j _ 

Soil cr Tare do la oourbe (.#, y, o) projection sur le plan des xy\ 
<r esl un(‘ function do <s* a nombres derives homes et Ton a 

<- = -y-.r's\ 

i = a ' 2 -f- z'*, 

sauf pour un ensemble de points de mesure nulle. 

D(; la res u l to (|uc l’cnsemble A des poinls ou ^ et s s sont nuls 
en memo temps est de mesure nulle. Sauf aux poinls de A, 

~7 a une valour dclerminee finio ou inlinie. Si o\ est nul et z' non 

Z s s s 

nul, la oourbe a une langenle parallele a oz\ si s mapparticnl pas 
a A ot si cr' osl different do o, puisque <r' 2 = x' s et y s ne 

sont pas nuls a la fois, la eourbe a une langenle., 

Les coif rhas raclijiablcs one done en general des tan ge riles ^ 
les poinls ou il iPy a [>as de tangenles correspondent a un ensemble 
de valours des Tare dont la mesure esl nulle (-). Ce sontces points 
quo Ton pent negligee dans lo calcul de Parc a Paide de Pintegrale 
de sjx'- -\~y hl -j- d-. 

Soity (.r) une function a variation bornee continue, appliquons 
la propriele (pii precede a la oourbe y = /‘(.r). Cette courbe a, en 
general, des Lu agonies ( :J ); si s esl son arc, x s et y\ existent sauf 
pour un ensemble do valours de s de mesure nulle. Sauf aux points 
de eel ensemble eta eeu\ de Pensemble E ou x’ s est nulle, y' r existc 
ol esl linie. Je dis quo E esl de mesure nulle. 


mesmv lt*s res u I tills precedents soul independanls dr Fhypothesc que x(t), y(t)> 
z{t) soul nombres derives bornes. On verra aussi que les nombres derives peuvent 
remplueer les dorivecs dans {’expression dc Fare lorsqu’ils sont bornes. Comme 

ras purlieu I ior, on Lrouvera que la variation loiulc dc j^f dx est j \f\dx. 

( 1 ) Cola n’esl. possible que si x 7 y ct z ne res tent pas tous trois constants 
dans un certain inlervalle. 

(*) Malgre Ja restriction signalee dans la Nolc precedente cet enonc6 est Lout 
a fait general. 

( 3 ) Car x ne reslanl jamais constant, puisque c’esL lui le parainetre, nous ne 
so mines pas dans le cas d’cxccption signalc aux notes pr<i:c<klerilcs. 
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S'i 1 n\ k n pas ainsi, les poinls m'i I mu eonyennblemenl 

choisi, (I<^s (jualrc uombres derives <l<‘ J\j') serail iniini, lormo- 
raienl mi ensemble de mesure non null**. ( hi pourrnil alors reprendre 
le raisonneinenl des pa^es r>. 1 cl j:>.a pom* ('valuer/(.r) a laide de re 
nomlnv derive' A t /’(,r), mais parmi les // li^urrrail Pun des nonihirs 

/._„ .—■ oc, / hoo : -1- co, (‘I. Pon aurail les ensembles r A , e,,^, Tan 

d’eux elanl de idcsiiit non nolle ( 1 ). Li n l < k r\ a 11 < v < j u < k Ton alia 
(diei*ail. an point ./* de r, ^ serai I It 4 plus $>rand inlervalle (./• -f~ h ) 
<1 o longueur an plus e^ale a s, eonlenu dans (‘(did \ , x ties V tr 
eonlenanl ,r <‘l lei que Ton ail 

. J\.r \- h) — /( a’) 

M h 

IVI elanl rlioisi arbilrairemenl. La rhainr < 1' i n 1 < n % va 11 correspon- 
danle donnera one valour approehee do la variation lolal<‘ qu’on 

pomra fa ire eroilre indelinimenl uvee M el 1 si /, x esl de mesure 
non nuli<‘ el si Ton a pris 

*+• 00 

M t M a «, t- ^ I // i <U \ u 

JO 

e<‘(‘i <‘sl eonlraire a F1 1 > polhrsr, 1C <\sl d<* nicsinr nulle. 

Or, par hypolhese, /*(,/') esl variation burner,, done j\ esl md 
pour un ensemble de valours de s de mesure nulle. r r existr done 
el esl. (iniesauf pour un ensemble d(* valours do .v dr mi’siin* nolle. 
Mais aux valours de ,s\ formanlun in I < k rvall c* 3, correspondent des 
valours de ./• formant un intervalle 3 t an plus oj»al a 3; si Ton 
enferme les valours de ,v d'un ensemble K dans des inlervalles do 
longueur lolale /, l(*s valours eorrespondantrs de ./■ forment un en¬ 
semble 13 1 qu’on peul enfermer dans les inlt'rvaid's eorrespon- 
danls cl<‘ longueur lolale an plus e^al a L \ un ensemble dr 
valours de .v de mesure nulle correspond done un ensemble de 
valours de ./■ de mesure nolle. 

// esl. ainsi denmnlre i/ue Untie function a nu rial ion homer 
f\<r) a tine dr river Jinie sauf pour /e.s* ouhuirs de .r d'un 
ensemble, de mesure nulle, Le raisomirment de la pa$»e i »•>., 
tel qu’il vienl d\Hre romp Idle, monlre memo quo retie derivee 


( 1 ) Las aolalions soul nelli;s indiqures <j la page un. 
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rsl sonunable dans lYnsemblr drs points on elJe esl finie, tnais 
sa fnaetinn primit i v r id esl. pas n<au\ssaimiunit /*(;/;), comine le 
immtn* IVxrmple de la fond ion %(x) de la pa^e 55. Le theoreme 
qui \ieni d tMre demtmhr esl doin' diUrnail de eelni eoneernanL 
la derivation drs inh’^rales indebnies; en d’autrcs lennes, il exisle 
<les f onettons continues a \arialion borneo, q( x) par exemple, 
<pii ue sent pas drs in terrains indefmies ( 1 ). 


I 1 > Pour qu'unr hunt ion suit integrate indelinie, il fa ill <le plus quo sa varia¬ 
tion tntalr *ians ititr inti niIt* dthiombrahle d’int< k r\alios do longueur lolale *?, 
trade vers /mi as or /, 

.'si, dans IVimmr dr la page «j|, on n'assujrtt i 1 pas /(*r) «i (Hrc. borneo, ni K ( x ) in 
tHir a iiomiii’i'H derive* homes, main seulomrnt la (’.oudiliou prtSo.Monile, on a 
nut* dehnumn dr Pintegralr rquivalrntr a nolle devolopp<V dans no Cdtapilre el 
appbraldr a tonics le* lonrfions soiumaldrs, burners ou non. 








NOTE 


SUR LES ENSEMBLES DE NOMBRES. 


J. — Les ensembles derives. 

Nous avons du resoudre a la fin du Ghapitre 1 la question suivante : 

line fonction continue cst connue a une constante additive pres, variant 
d’un intervalle a l’autre, dans tout intervalle ne contenant aucun des points 
d’un ensemble E; quelle doit etre la nature dc I’enscmble E pour que la fonc¬ 
tion suit completement determinee (*)? 

Ge probleme a ete resold par M. G. Cantor, qui l’utilisa dans la theorie 
des series trigonometriques. Nous allons etudier les proprietes des ensem¬ 
bles qui ont ete employees au Ghapitre 1 pour la resolution de cette 
question. 

Considerons un ensemble borne E de points ( 2 ). L’cnsemble de ses points 
limites est son premier derive , il se note E' ou E 1 . Le derive de E 1 est te 
second derive, il se note E 2 ; et ainsi de suite. 

I. Pour tout ensemble infini (c’est-a-dire comprenant une infinite de 
points') E l existe, c’est le principe de Balzano-Weierstrass. Pour le demon- 
trer, rangeons en une classe A tous les nombres inferieursa une infinite de 
nombres de E et dans la classe B les autres nombres. La division A, B 
deli nit un nombre qui est evidemment un point limite de E et memo le plus 
petit de ces points limites. 

E 1 cst evidemment ferine, c’est-a-dire contient ses points limites, done 
il contient son derive E 2 ; E 2 est ferme, il contient E 3 ; et ainsi de suite. 

Ces ensembles E 1 , E 2 , E 3 , ... peuvent exister. Un premier cas ou leur 
existence est evidente est celui ou E 1 est parfait, car alors E 1 , E 2 , E 3 , .. „ 


( l ) On peut toujours supposer que l’ensemble E qui figure dans cet enonce est 
ferme; il suffirait done d’eLudier seulement les ensembles fermes, mais il ne r£sul- 
terait de cette limitation aucune simplification noiable. 

(-) II s’agit de points en ligne droite, done de nombres; il n’y aurait que peu 
de changements s’il s’agissait d’ensembles de points dans un espace ik plusieurs 
dimensions; d’ailleurs Pemploi des courbes telles que la courbe de Peano permet 
de se borner ci V etude du cas de la droite. 







si u u;s icn si: Mimics me no,M imics. i3i 

s„i.t toiix i.li-utiijm's. Itans ,. s ,s la di'-linllion <| ( > Ijs, |{.i 5 ... |„.,: S( > n to 

l ,a " ifmtt-i I t • M.iis IT, cummuIiI.'s |MMi\cut 1-U*(‘ tons tlisliniMs. Voiei | (! | )rf >- 
rrdr <lr roust 1 (let toll i|tlr uous (‘ni|>l<d<U'ous [lour (r voir : 

Soirnt drs nisrmldrs r,, r.Divisous (<>, i) rti iiitorvullrs paniols 

, I . I I l . * l l . 

\ { * , i % \ , * ’ * * “* Mloet inms sur <7 la l ranslormation 

hnmoth.'loju.' qui remphteo lo plus petit intorvalle oonlonant e f par 

( ^| j ' %i ) * *'i ‘Irvifuf v. t , La snimui* do eos ensembles 0 / sera noteo 

V I *' } » f •< , . . . I, 

* s ‘ *' j * «’ ?* - *• * uutiuimonl ohaeun un nombre lini do points, 

\s A (<*,, e X) ...) 

V h\ tut ensemble pour lequrl Ki m* it an point o. Si e l} <* 3) ... sont. 
blent h juos *t \ j <»n nhtient \ ( A j, Aj, ...) pour lequel K* 2 so rdduit au 

point o. Kt ,uu*i do Miitr, 

• s t 0| \ s , ...» pour \ < \ t , \. } , . .,), los derives K 1 , l£», . .. eon- 

ttetttteu! totis drs points, 

* 

It ht*r\tpif le\ f/rr/tVA K 1 , b/% ... eontiennent tons des points, il 
e etsie dtw pm fit \ * *ntt nut ns u (tuts res derives. Soil, on ellot, M/ un point 
de h 1 u appai tenant pas a K # 1 1 ; M, <*st aussi point do W K* ..., Hi. 
I. Vijsiintdf M,» \t #, ... a au moins un point limite qui, elant limite des 
point s M,, \t, » j, . de K\ rst point do K Ml . t le point appnrtioni doin’, a 
tolls ll*s I'J , 

l/ensemble d«'s points dont lYxi-Uenee esl ainsi demonl reo esl a p pole lo 
or r nr det tee t . ,i *, 

Pont \ M \ i V t , \ , i, I'nutnoit lr soul point o. Ia‘ drrivr d(* L (,> 

si* noto !’> L d hi* 11‘duit au (mint o pour V { A< 0 , A (1) , ... > A uu [. lain 
il«t in os snm'Hsifs do K f a H «* not out K** 1 ' 1 , 1 .... 11 no (au t. alt aohor 

iittnuir unpoj t amo a la formo partioulioro dos indioos employ os; <‘n Tail, on 
oh! \ ite oldn^r do toumuvr a lour ilonnor uno fonno dotonuinee. a Tavanoo 
pas uno lot pt ooiso, on mot oomsuo indioos di’s syndudi’s (ju<‘l<‘ou<[uos qni out 
pout but do distitmuer los dldorouts d*‘*riv< ; s d’uu nnbno onsomble. Nous 
appoIloioUH < <• h s\ mboles fcs nmnhrrs tntnsjinis de In premiere elusse ou, 
pom abi rm*t > fe a ruunfues t runsji nis (*k tnais, avant d’l’t udior oos sym- 
bolos, tl taut demon!rot quo or nont los memos spii piuivont servir (pnd quo 
suit \ f mumble dont on proud los derives ot pour eola prooisi’r la definition 
tie e<*s de» i\es. 

Nous dttoos de deu\ derives d‘tm nubno onsensblo (juo Tun d’mix. viont 
up res lautie s‘il eM oontenn dans oot autre. Avoc ootto oonvmaion los mots 
nettnt et itprth pt*u s out etre employes omnino dans lo langa^o ordinaire. 


l « | m Cantor r.msidero d*autres nombroh transiinis <}uo oouk dont il est ques¬ 
tion in, turns r os nombroH no son t pas utiles da ns l etude dos ensembles derives. 
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Lorsqu’un derive contient line infinite dc points et n’est pas parfait, il y a 
lieu de consiclerer son derive qui est, par definition, le premier derive qui 
vienne apres lui. Une seconde definition est necessaire; soient E a , EP, ... 
des derives en nombre fini ou denombrable, s’ils contienneut tons des 
points et s’ils som differents deux a deux il eviste des points qui leur soul 
comniuns a tons; pour le voir, il suffit de faire un raisonnemcnt analogue 
a eelui employe pour la proposition II. L’ensemble dc tous ces points pout 
etre identique a l’un ET des ensembles donnes, alors I5T vicnt apres tous les 
autres ensembles donnes, ou bien il n’est identique a aucun des ensembles 
donnes el il constitue par definition le premier derive venant apres E a , 
EP, .... Pour que cette definition soit acceptable, il Taut que, sans que 
le derive obtenu change, on puisse remplacer les derives donnas par les 
derives E a ', EP', ... tels que l’un quelconque des E a fasse parlie des E a 'ou 
soit avant Fun d’eux et inversement. On verifie facilemcnt qu’il en est bien 
ainsi. 

La seconde de ces definitions ne s’applique que dans le cas oil une infinite 
denombrable d’ensembles derives a ete definie, et seulemeni une infinite 
denombrable. La premiere suppose que dans l’ensemble des derives definis 
il y a un dernier derive, de sorte que les derives obtenus par Lapplication 
de ces deux definitions ont avant eux au plus une infinite denombrable 
d’ensembles derives. 

Nous pouvons enoncer la proposition : 

III. Lorsque des derives en nombre Jim oul denombrable d’un 
ensemble E contiennent tous des points, il existe des points communs 
d tous ces derives . Ces points constituent le premier derive qui ne vient 
avant aucun des derives donnes. 

Considerons les derives successes dedeux ensembles A et B. Nous n’ecri- 
vons que les derives differents qui contiennent eflectivement des points. 
Faisons correspondre A 1 a B 1 , A 2 a B 2 , ..., A w a etc. En operant ainsi. 
on fait correspondre tous les premiers derives de A a tous les premiers 
derives de B, l’ordre etant conserve. Je dis que cette correspondance peiit 
etre poursuivie assez loin pour epuiscr, soit les derives de A, soitceux de B. 
En elfet, la correspondance pout etre etablie entre les premiers derives 
entre A 1 , A 2 , ... et B 1? B 2 , .... Je suppose ecrits tous les derives de A pour 
lesquels cette correspondance peut etre etablie; alors, ou bien il y a un de 
ces derives apres tous les autres, ou bien cela n’est pas et dans les deux cas 
on sait definir le derive de A qui suit tous ceux ecrits. Si Ton fait corres¬ 
pondre ce derive de A a eelui de B qui suit tous ceux Merits, la correspon¬ 
dance est realisee pour d’autres ensembles derives que ceux ecrits; il <StaiI. 
done absurde de supposer qu’elle n’etait realisable que pour ceux-la. 

La correspondance peut done etre realisee jusqu’a complet epuisement 
des derives de A ou de B. Supposons que ee soit les derives de A qui soient 
epuises. Je dis que cette correspondance n’est possible que d’une manierc; 
en d’autres termes, il n’est pas possible de realiser les conditions dnoncees 
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.!.• in•(inci .|..'|IU .... UM- (1 1 ‘ri\i• A •«. .Ir A ( o,n spomio ,1’ahord a u„ ilcrivii 

<l '' "• I""' •' . . ' l( ‘ >(• Sii|.|i..s, ms <-,-la possible ri consi.lrrons 

s,un.l Irs ilri j i\cs A*, .... x rsi .... plus I’-al a nuns anrons ilrux 
"Pfhctums MimsMus <1,. |V,is,.,ni,|,. <lr rrs A* stir ilrnx parties ilill'n- 
irulr- I’ Cl 1*1 lie IVn-rmlilr •!•••> HIM I’ csi conlcmic dans I’, on |», dans I\ 
Sii|i)ihmiiis .[tie p, soil I'lmicniic dans I’. Mors dans I’applimion drs A« 
MU' I* on lail . m iropmi.ii c an\ II? dr P, Irs ilrrixrs d’unr partir < v > dr 
t'oiisrmlde dos \ *. 

\ tiit V * tpii'lrnutjno eonvspond dam I’application stir F, un BP, a ee BP 
* <»t»r^jininl tlauH 1‘ 11 |»liralton V un \ on jtnurrait done rdaliser Fapplioa- 
lion do IVmomldo dm \ * suv huno O do sos parties (»). Oreela osl impos- 
silili* (Mi \ 1 noeoHsuirrmeui ronvspondro a A 1 , A* a A 2 , et ainsi tie 
Htiilr, Ml lua tlrmniittvr«tit qu'il nVu pent dtro ainsi pour une certaine 
f«tmiIlr do <l«*11\on \ i, Y\ . . ,, sails on i l tiv nussi <lo memo pour lo premier 
dot t\o t|tti suit n*u\ rent*. 

Ktiftn pat dm raiHotmouioitth do undue nature on demontrera quo si dans 
hi rot t oHjHiudum o t| osl possible d’epuisor l«‘s derivds do A, sans dpuiscr 
mt\ do lb d est impossible do roaiisot' in eorrespondanoe satisfaisani aux. 
urndmnii^ onutioooH ot tollo, do pins, quo los derives do B soiont opulsds 
a\ant oou\ do V, 


II. Ar v now fores tntnsjinis* 

N. MMtittio d a etc dir, on mol uu\ lollros K ot F diflcronis indloos distin¬ 
ction! lm dot is oh ties ensembles F o| I 1 ’, on pourra eonvenir d’employor h;s 
mobiles iit<tit vs pnitt los derive-* do F oi do F qui so oorrespondenl dans Tap- 
jdtOiit ton don! d \ tout d’dt t o pat io. Los symboles ainsi ohoisis nno Ibis pour 
lmtlo% outnttio indo os soul los notnbros entires finis t, ’I, ... of d’aulres 

•njttirs »|tt i>tt appollo los «r tmfores tnutajints { t ). 


i 1 i II Uut t omatqttot quo » Vst ttno partit* ootnmonoant ft A 1 ot conlenant dos 
dot iv vs outoM'otitit**, o 3 m a dtro oo quo .M. Fant«»r apptdlo tin .vo^mo/nf. S’il s’agis- 
sait d'urn* pat t»o *p»oh iMtquo, t| ny aura it pan impoM.sihilito. 

I i t tto miiaioMt M'Kultoro do 001 sy mtmloH n'a jamain (do donmd‘; il esl d’ail- 
lottt s i vtdommottt ttiipm^tldo do n*»tor loan oos synibolos par dos oombinaisons on 
mutthro ltm quoit noqtto d'ttn itmiiliir itni do sy utboh‘S, oar, o.omrm* nous allons 
to \ * > 11. Inti ritsrmbb' a ttuo pnoM%anor s,upt ; rit*un k au donombrablo. II pa rail do no 
imp«»*s^tt»b' do douooi tttto lot ponmdtaut dVerire ofVootivtunonl ii 1 ’aido d'uno nota- 
Hnti i o^ttli* to I on qttolonuquo tlVntro ott\. 

Ht Iain t utont a la ttuutt t at out don nombros translinis, on lira avoo inUdnH o<t qui 
i Hto onto fa bomo yurmalo don nombroH l ran slid is dam I<‘s Miimoiros do M. G. 
(.a it tut, ttiulmo. p*u M, I . Mu rutto suns lo thro do Fondernents d'unv Lheorie 
tie i cH%t'tn$dcx h tt waftin'* t 1 ‘at'os, Uonttn tm j, 

La m ft* momo t htvt ago sc 1 11 * it \ c*n t dovofoppdos los propridtos dos ensembles 
him *tidotinr*» t|uo j’at uhIimth dam hot tide den onsemltlos derives. 


* 






NOTH* 


1* I 

Un nombre Irunsfini csi dil. plus petit qu’tm atiur Ioi'mju il correspond a 
an derive venant avaut relui rorrrspondant a Pant re nombn* transliui. Nuns, 
nous hornons <l’aillt*urs anx sMubolrs utiles, noih in* continucrnns la con* 
slruelion de res svmboles que taut, que nous tnmvtaauh des derives I'nnli 1 - 
nanl des points cl, diHerenls <lc eeux <j ui les precedent; ehaqtie nombre 
irans/ini a’a done avail! lui qu’tin nombre find on unc infinite dcnomhrable 
fie nombres Iransfinis. 

IV. // ensemble <les nombres (/’tr ns fin is zi'est pns de m>nd> rttlde. 
Noas avons attache des ensembles Aj, A.*, ... au\ nombres finis et des 
ensembles A w , A wl -i, au\ deux premiers nombres t rausfinis. Nous eomple- 
lerons ('c'tt< k eorrespondnnce < k n eonvenant quo si nous avoib attache Ax au 
nombre a, A a f { sera A ( Ax, A a , ...). bes nombres x i auxquels s’applique 
cello definition soat e.eux qui oal avant eux tin dernier nombre !rausfiui, 
ee soat e( k nx qni correspondent aux derives domic* par la premiere defini¬ 
tion ; ML (Junior l(*s appclle les nombres de fa premiere e.syoVr, <h k tt\ tie 
la deux id me espiee soat crux qui eorrespoudrnl a la deuxieme definition 
des derives; un tr 1 nombre a esl defini par r< k ns( k mble de tons les immltivs 
qui lui sont inferieurs. Kau^eons e< k s nombres, qui ferment an ensemble 
denombrable, ou suite simplement infini( k a, />, f\ ... ; nous poseron* 
A a = A (a, b, o, ...) ( 1 ). 

Ces d( k n\ pro cedes d( k construction sont applicable* taut <pn* Ton na 
encore qa’ane infinite denombrable dr nombres;; jils donnent ton jours tin 
ensemble A a (lout le a l,,,,,n derive m k eonlient que Ic point o; il est doin' 
absurde de supposin' qu’on eptiise la suite des nombres t rausfiui* a 1’atde 
d’une infinite denombrable d’operations. 


II1. - Les ensembles rdduntib/es et les ensembles parfaits, 

II exisle dt k n\ ^ramies classes d’ensembles : les ensembles dbnomhraldes 
e.t les ensembles non dcnomhrnblcs. A la premiere elasse appartienneut les 
ensembles dont l’an <los derives ne eonlient aticttn point I 3 ); eela rosiilte 
immediatement de la proposition suivante : 

V. Les points de ltd qui ne font pas pa/'tie de K* l x * i) forme ni an 
ensemble ddno/nbrable. — l£n (diet les points de K 1 <pii ifappartmuueut 
pas a K 2 sont iso les dans K l , done chacun d’eux pt k ut etre enferme dans an 
intcrvalle nr. conlenaul, qu’tiu poinl <b k L 1 . Stir ('tin <b k < k es intervalles <$, 
deux autres, au plus, Oi ( k t o i5 empietrnt et ils uViupietcnt pas Pun stir 


( 1 ) U y a l& une difficult^ qui provient da fail qu’on ue donae pas la bn dr 
formation de la stole a, b, c, .... Si Ion savail donner cette loi b*s ensembles 
pourraient servir i\ noter les nombres translinis. 

(-) D’apres lit, le premier derivti pour lequel il on est ainsi ne peat rorres- 
jiondre a un nombre dc la seeotide espece. 
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1’autre. La somme des longueurs des o est done au plus deux fois la lon¬ 
gueur d’un intervalle conienant E l ; les intervalles o forment un ensemble 
denombrable. 

Ainsi les points de E 1 qui n’appartiennent pas a E 2 forment un ensemble B t 
denombrable, ceux de EP qui n’appartiennent pas a EP+ 1 forment un 
ensemble denombrable Bp. Or I’cnsemblc considere dans la propriete V est 
[’ensemble dcs points de la somme des Bp pour (S < a, done il est denom¬ 
brable. 

Les ensembles dont l’un des derives nc contient aucun point sont dits 
reductibles; ils sonl denombrables, car, d’apres V, pour un tel ensemble E, 
E[ est denombrable; tous les points dc E sont des points de E t ou des inter- 
vallcs contigus a E 1} lesquels soul en nonibre fini ou denombrable. Dans un 
intervalle interieur a un intervalle contigu a E 1? E n’a pas de points 
limites, done est fini ct par suite il est denombrable dans tout intervalle 
contigu u E|. E est denombrable. 

A la classc des ensembles non denombrables appartiennent les ensembles 
parfaits : 

VI. Tout ensemble par fait a la puissance du continu . — Gela est 
evident si I’ensemblc contient an intervalle; soit E un ensemble parfait non 
dense dont les points extremes sont A et B ( ! ). Car(E) est un ensemble 
forme des points intcricurs a [’infinite denombrable des intervalles con¬ 
tigus a E. Rangeons ces intervalles en suite simplement infmie Oj, o 2 , .... 
A A faisons correspondre le point o, a B le point r, aux deux extremites 
de oj le point aux deux extremites de o 2 le point [ ou | suivant que o 2 
est entre A el o t ou enlre 0 \ cl B. Oncontinuera ainsi, faisant. correspondre 
aux deux extremites dc lc milieu de l’un des intervalles, definis par les 

points corrcspondanl a A, B, Oj, o*>, o /4 _i, ce milieu etant complete- 

ment defini par la condition que les points correspondant a A, B, Oj, 
o 2 , ..., o„, se suceedent dans le memo ordre que A, B, ^ l9 o 2 , ..., o„. 

Soit M un [joint de E qui ne soil pas extremite d’un intervalle contigu 
a E, il est limite des extremites d’intcrvalles o^, o /a , .... Les points cor¬ 
respondant a ces intervalles ont, il est facile de le voir, un [joint limite y. 
On fait correspondre y a M. De eette manicre a tout point de E corres¬ 
pond un point et un soul de (o, i), cl a tout [joint de (o, i) correspond un 
ou deux points de E, done E a la puissance du continu. 

Considerons mainlcnant I’ensemble E^ commun a tous les derives 
de E ( 2 ). 11 est evidemmrnt ferine, je dis qu’il est parfait. Pour le voir, 


( l ) On suppose E borne, sinou on raisonuerait sur une partie bornee de E. 

(-) L’indice & n’a pas d’autre but que de dislingucr I’ensemble ainsi form6 des 
derives. Si, ce qui n’esi pas, E £i (kail dififcrenL de tous les d^rivds, il y aurait lieu 
de considdrer E Q com me une sorlc de nouveau derive el par £1 on representerait 
un syrnbolc qui scrait le premier venant apres tous les nombres transfinis de la 
premiere classe. Un tel symbole sera it ce que M. Cantor appelle le premier nombre 
Lransjini de la seconds classe. 



NOTH. 


r.'if) 

remarquons qm* si M est nn point do E-^ et (a, b) mi intrrvalle emitenant M, 
ou bicn Fun des derives do li est parfail dans ( <7, A), on l>ien quel que suit 
le derive considers E a on pout. trouvor nn point M a uppart enant a E a sans 
apparlenir a E^ 1 et. erla fait, voir quo, dans tons les ens, E l nVst pas 
dcnombrablo. dans (a, b ). Inverseinoni, si M esl t(d (pm dans tout inter¬ 
val le (a,/;) le cout.enanl il y a uue infinite jnon dcnombrablo do points 
do E l , IVI appartienl. a E^; ear s’il n’appartenait pas a K* il y anrait nn 
intcrvalle («, b) dans lequel E a n’aurail pas do points et dans loquel K 1 
serait denombrablc. 

De ccltc proprietc caraoteristique des points de E^ il rdsultequo E^ ne 
pout eontenir aucun point, isole; si M dtait. tin ltd point, on ponrrait trou- 
ver (a, (>) eontenant, M et no con tenant a noun ant re point do E^; mar- 
qnons les points a < < a *... < M <.. .< b. x < b , los a/ <‘t lt*s b t 

tendant vers M; dans cbaqne iniervalle (<7/, a; h ), ( b t - H , bf ), E l ost donom- 
brable, il est done denombrablc dans {a, b). 

E^ est parfait. CVlais nous voyons do pins quo dans tout iutervalle oontigu 
a il rfy a qu’uno infinite dcnombrablo do points do K l . V chucuu do oes 
points correspond un nombre fini ou transfini, indice du premier derive ne 
eontenant pas cc point. Il y a unc infinite dcnombrablo de res nombres, 
soit a le plus grand d’entro eux, s’il y en a un plus grand quo tons les ant res 
et, s’il n’en est pas ainsi, soit a le plus petit, de eou\ qui les surpusscnY. 
Le derive E a est identique a E-^, done : 

VII. Tout ensemble a Van de ses derives parfait. 

VIII. Tout ensemble fertile est. la. somme (Van ensemble denomhrable 
et (Van ensemble parfail ( 1 ). 

Les ensembles formes sont done denombrables ou out la puissance du 
continu, suivant que leur derive parfait ne eontient aucun point, ou en eon- 
tient; c’ost-a-dire suivant qu’ils sont reduetibles on non. Mats un ensemble 
non fermd pout tHre non rdduetihle et dcnombrablo; e.’est le eas de [’en¬ 
semble des valeurs rationncdles. 


(') On remarquera que. la demonstration du theoreme VIII no suppose eonnus, 
ni la notion, ni inline le mot dc nombre transfini . An contraire, da an la demons* 
iralion du theoreme VII, j’cmploie les nombres transfinis. 

Pendant la correction des epreuves, j’ai eu eormaissance <Pune lettre adressec A 
M. tiorcl par M. Krnst Lindcldf, et dans laquelle ccini-oi ituiique une dtbnonstra 
tion du theorem; VIII qui me parait identique h cello du texte. 


PIN. 
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